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. Ernst Sckröder f. 

Von J. LüROTH in Freibuig i. Br. 

Am IB. Juni 1902 starb Ernst Scbröder, großh. badischer 
lldfrat nnd Professor der Mathematik au der techiiiselieii Hochschule 
Karlsruhe, nach «'iiicr Krankheit von nur wimiLren Tagen an Gehirn- 
entzündung. Mit ihm ist ein guter und liebenswürdiger Mensch, e'm 
tOchtiLrer Mat]ie?iiatikcr, nnd mir vor allem ein lieber und treuer 
Freund verschiedeu, mit dem mich seit vierzig Jahreu nahe Beziehungen 
verbanden. 

Indem ich es unternehme, dem Verblichenen hier einige Blätter 
der Erinnerung zu weihen und über seine mathematischen Leistungen 
zu berichten, verhehle ich mir nicht die Schwierigkeiten, die mit dieser 
Aufgabe verbunden sind, Sie haben ihren Grund in dem Forschungs- 
gebiete, dag Sehröder besonders in den letzten .Tahr/.ehnteu pflegte, 
das von den gew<»hnlichen Wegen math^ iiiau.scher Belhätigiing weit 
ab liegt. Wf*n?i irh auch, durch den öfteren Verkehr mit Schröder, 
vielleicht etwa« mehr in den Logikkalkul eingeweiht bin al.s manche 
Fachgenossen, so bin ich von einer griindlichcn Vertrautheit weit ent- 
fernt; und ich musä daher die Kenner bitten, den Bericht über diese 
Dinge nachsichtig zu beurteilen. 

Ernst Scliröder stammte aus einer ursprünglich hannoverschen 
Familie. Sein Vater war G. Fr. Heinrich Schröder'», „der sich durch 
viele mineralogische, chemische uiid physikalische Arbeiten, am meisten 
vielleicht als Vorläufer Pasteur.s durt Ii >einc Untersuchungen über Fil- 
tration der LTift'' eine geachtete Stellung in der Wissenschaft erworben 
hatte. Zu« ist III seiuer Vaterstadt Mflnchen aiu polytechnischen Zeutral- 
iustitut, II au der Kantonschule in Solothurn thätig, siedelte er 1840 
nach Mannheim über, wo ilim die Direktion der liöheren Bürgerschole 

1) Die iu AuführuiigK^icbeii gesetzten Stellen sind fast wörtlich einer knr/eu 
8«1jbftbiograpMe «ntnommen, die SchrOder leinem Bilde im „Geltttgen peaieeli- 
huid** beigegeben hatte. 

144986 ** 
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übertragen wurde, aus der Bpäter das Realgymnasiiiiii lierrorgiiig. Er 
leitete diese Schale bis zu seiner 1873 erfolirfen Penaionirung, nach 
der er 1876 seineu Wohnsitz in Karlemhe nahnii wo später ausser 
seinem ältesten Sohne Ernst noch ein sweiter Sohn in hober Staate- 
steUnng thätig war. Er starb am 11. Mai 1885. Als erstes Kind ans 
seiner £he mit Karoline Walther, der Tochter des Pfarrers und 
Seniors Walther in Haunsheini, wurde Ernst am 25. NoTember 1841 
in Mannheim geboren. £r genoss sunächst zu Hause, dann zwei Jahre 
lang bei seinem GroBBTatw Walther eine vortreffliche Erziehung Sein 
gutes Wortgedächtniss und ein grosses Sprachtalent befähigten den Kna- 
ben, der dem Unterricht von anderen Zöglingen seines Grossraters bei- 
wohnte, spielend das Lateinische so weit zu erlernen^ dass er im Alter 
Ton acht Jahren ziemlich gewandt lateinisch sprach. 

„Diese fVühreife hatte jedoch auch ihre Schattenseiten, indem sie 
den Knaben anf Unterrichtsgemeinschaft mit meist sehr viel älteren 
Genossen verwies, ihn der gleichaltrigen Spielkameraden beraubend und 
so den Grand zum Sondertum und einem Bang au Einsamkeit legte. 

Diesem Übelstande wurde einerseits entgegengewirkt durch mehr- 
malig &ei williges Repetiren und Hospitiren in dem nun folgenden 
Besuch der drei Oberklassen der Schule seines Vaters, wo. neuere 
Sprachen, Chemie und Natui^eschichte ihn besonders anzogen und er 
auch den Unterricht des namhaften Mathematikers August Weiler 
(der heute noch in Karlsruhe lebt) geEuoss. 

Andererseits wurde derselbe gemildert durch die Pflege jeder 
Art von körperlicher Kräftigung gewidmeten Sports. Endlich wurde 
Schröder vor dem Übergang zum Gymnasium vier Monate lang zu 
einer l)e freundeten Oberidrstersfamilie gegeben". Im Jahre 1856 ging 
Schröder an das Ljceum in Mannheim Ober und trat in die viert" 
oberste Klasse, damals Unterquinta geheisseUi ein. 

Schröder muss mit seinen Mitschülern wenig Beziehungen gehabt 
haben. Er selbst kam nie auf solche zu sprechen, und, wenn ich, der 
zwei Jahre hinter ihm dieselbe Anstalt durchlaufen hat, manchmal 
solche Genossen erwähnte, zeigte sich gewöhnlich, dass Schröder sie 
knnm kannte. Im Herbste des Jahres 18()0 bekam er das Zeugniss der 
Reife. „Begeisterung für Naturerkenntaiss und reges Interesse an philo- 
sophischen Spekulationen zeigten sich schon früh, so dass die Berufs- 
wahl nicht schwer fiel und im zehnten Lebensjahre schon für Schröder 
der Plan fest stand, sich mathematischen und physikalischen Studien, 
somit dem Lehrberufe zu widmen.'' Um diesen Plan auszuführen, 
wandte er sich nach Heidelberg, um unter Hesse, Kirchhoff und 
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BaiLBen m stadiran. Er tliat dies mit solehem Eifer und Erfolg, 
dasB er bereits 1862 das Doktorexamen mit der besten I^ote besteben 
konnte. 

„Ein ihm Terliebenea Stipendium führte Schröder dann naeh 
Königsberg, wo er neben dem Hören Ton mathanatiseh-physikaliBchen 
YorlisnngBn bei Neumann nnd Ricbelot nch eifrig an den Seminar- 
ftbuBgen Über diese Dissiplinen beteiligte und einige der dafür ans- 
gisetsteii Preise erwarb. Der Herbst des Jahres 1864 sehloss die 
Stadieigahie ab.'' 

8ehr6der bestand bald darauf in Eiurlsrohe die Prfliimg für Lebiamts- 
piaktikanten mit der Note „gnt^. Er h&tte wahrscheinlich sofort eine 
Anstellung im badisehen Schuldienst gefonden, wenn er es nicht Tor- 
gesogen h&tte, sich annschst nach Zfiiich au wenden. Dort habilitirte 
er sieh fttr Mathematik am Eidgendssischen Polytechnikum und lehrte 
gleichzeitig in Vertretung des erkrankten Prot Griffe als Vikar an 
der Eantonschule. 

In Zfirich Terkehrte Schröder sehr viel mit WiaadtlSndem, wobei 
er Gelegenheit hatte, seine guten Kenntnisse des Französischen wesent- 
lidi zu flben und zu Tcrbesseni. Seinen Neigungen zu LeibesQbni^^ 
getnu benutzte er den Aufenthalt in der Schweiz zu vielen Bergtoure. 
Unter aodenn besuchte er mit einem Freunde zusammen die Gletsdier- 
weit im Hintergrund des BajpieÜialB, eines der sttdliehen NebenthSler 
der Rhdne, nnd machte dort zum Teil ohne Ffihrer mehrere grosse Be* 
steignngei^ 

Obgleich die Stelhmg in Ztlrich Schröder seinen Lebensunterhalt 
sicherte, |,so schienen doch die Chancen für die geplante Laufbahn bei 
solcher Doppelstellung nach beiden Bicfatnngen hin nicht sonderlich 
hohe''. Dieser Umstand und unliebsame Vorkommnisse persönlicher 
Art Tcnudassten Sehr öder im Sommer 1868 die Tluitigkeit in Zflrich 
aufengcben und sich wieder dem heimischen Schuldienst zuzuwenden. 
Er erhielt zonBdist eine AushilfssteUe an der höheren Bfirgerachule in 
Karlsruhe und kune Zeit darauf eine Lehrstelle am PIdsgogium in 
Pforzheim. Ln Oktober 1869 legte er noch das zweite Examen, die 
sog. DienstprOfnng, mit der Note „Toraflglich'' ab. 

Schröder war in diesen Jahren schon literarisch thStig gewesen. 
Er hatte damals eine gewisse Neigung zu Verallgemeinerungen. So 
interessirten ihn lebhaft die Bestrebungen, die Definition von Funk- 
tionen, die Ton nattirlicben Zahlen abhangen, auch auf andere Zahl- 
formen ausaudebnen. Einen Versuch ähnlicher Art hatte er selbst 
schon gemacht in der kleinen Arbeit Aber „Vielecke mit gebrochener 
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Seitenzahl" (^l)'), die er noch als Heidelberger Student veröffentlicht 
hatte, indem er hierin den Begriff des p/q Ecks aufstellte. AhuUche 
Verallgemeineraugen für den Raum f&hrten ihn auf Polyeder von 
gebro4^er Seitonzahi, und ich minere mich eehi eauber gearbeitete 
Pappmodelle von solchen Körpern bei ihm gesehen zu haben, die er 
während einer Masemkrankheit in Königsberg angefertigt liatte. Doch 
hat er über diese I)ing:o nichts veröffentlicht. Auch beschäftigte er 
sich eingehend mit den Versuchen Liouvilles und anderer, den Be- 
griff des Differentialqnotienten auf beliebige Indices auszudehnen. In 
seiner Probevorlesnng bei der Habilitation in Zfirioh behandelte 
Schröder diese Fragen. Eine Verallgemeinerung anderer Art knüpfte 
er (2) an die MaGlaurinsche SnmmeiifomieL £r untersucht die 
Summe einer Keihe von Fimktionswerten , deren Argumente nicht 
wie gewöhnlich reelle Zahlen, sondern äquidistante Punkte einer be- 
liebitren Geraden der komplexen Zahlenebene sind. Er kommt hierbei 
auf Verallgeraeinerongen der Bernoulli'sflien Funktionen und gewisser 
von Ubbo Meyer eingeführter Zahlen, die mit den Binomial Koeffi- 
zienten zusammenhängen und auf die er durch Kinkelin aufmerksam 
geworden. In eini<2:en späteren Publikationen (5, 6, 16, 17) kommt er 
auf diese Dinge üftt r zurück. Trotz der Belastung mit etwa 26 Schul- 
stunden konnte Schröder, der Zeit seines Lebens ein flberaus fleissiger 
Arbeiter war und sich viele Nachtarbeit zumutete, während seines Pforz- 
heimer Aufenthidtes einige Arbeiten veröffentlichen (3, ^ 6). Zwei 
von ihnen (3 und 4) beziehen sich auf eine von Eggers angeregte 
Methode, um Gleichungen durch Iteration aufzulösen. Die beiden anderen 
(5 und 6) ßiiul wol entstanden bei den Vorai beiten ftlr das Lehrbuch 
der Arithmetik und Algebra. Sie behaudelu die Frage, aof wie viele 
verschiedene Arten man ein Produkt von Zahlen berechnen könne. 
Als der Krieg im Jahre 1870 ausbrach, meldete sich Schröder in 
patriotischer Begeistening freiwillig zum Dienst und wurde auehy der 
seiner Zeit bei der Konskription seiner Augen wegen zur&ckgewiesen 
war, als tauglich erklärt. Nach einer kurzen Ausbildungszeit in der 
Heimat wurde er der 4. schweren Batterie des badischeu Feldartillerie- 
Kegiments unter Hauptmann v. Frohen zugeteilt. Sein jüngst» Bruder 
stand i^eichzeitig bei der Infanterie. Er machte die Belagerung von 
Strassburg und nach dessen Einnahme den Vormarsch der badischen 
Division nach Sflden gegen Dijon mit, der mit einer Reihe von kleinen 



1) Die Nmmnexii bMuehen lieh auf das Seite XTII folgeade YeKMiobniat der 
Sobriften. 
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Gefechten Terbanden war. Aber vor den emsÜicheii Zusammenstossen 
mit der französischoa Südarmee erhielt Schröder die Nacliricht, dass 
er zum Professor befördert sei und wurde bald darauf, am 1. Nov. 1870, 
naoh Beklamation durch die Schidbehönle iu die Heimat zuriickgeschiekt. 
Er wurde v.nm Lehrer f&r Mathematik und Naturwissenschaften an dem 
"Pro- and Realgymnasium su Baden-Baden ernannt. Diese Stelle behielt 
er bis zum Jahre 1874. 

Während seines Aufenthaltea in Baden beschäftigte sich Schröder 
wesentlich mit den Arbeiten an seinem Lehrbuch der Arithmetik und 
Algebra, das 1873 erschien. Allerdin|p kam er nie dazu, seinen ursprüng- 
lichen Plan vollständig auszufOhrai ond das auf 4 Bände berechnete 
Werk zu vollenden. Es blieb auf den ersten damals erachienenen Band 
beschränkt. In ihm behandelt er zunächst sehr ausführlich und ein- 
gehend den Zahibegriff und erwähnt dabei, wol als der erste, das 
allem Zählen sagrunde liegende Adom» dass die Anzahl unabhängig sei 
▼om ^hlprozess; dass man ako, w&üa. man eine Menge wiederholt znble, 
immer dieselbe Anzahl Ijekommeu müsse, vorausgesetet man habe sich 
nicht verzüUlt. Dann folgt eine ausführliche Erörterong über die arith- 
metischen Operationen ond zwar über die direkten und iiiversen. Die 
direkten Operationen werden einmal untersucht auf Grand einer in- 
dependenten Definition, und dann, wesentlich nach ürassniann, unter 
Annahme eines rekurrenten Bildungsgesetzes. Um den Gebrauch TOn 
Klammon möglichst einzuschränken, gibt Schröder zwei Konventionen, 
die seither allgemeine Aufnahme in die Lehrbücher gefunden haben. In 
einem Anhang wird das Rechnen mit Produkten und Summenzeichen 
ansführlich erörtert, insbesondere werden die Kegeln aufgestellt, die bei 
Yertauschung der Sommatiousordnung bei mehrfachen Summen die 
Änderung der Grenzen ergeben. In den vorherg^iendeD Kapiteln führt 
Sehröder nun aber eine wesentliche Neuerung ein, indem er die 
gewöhnlich festgehaltene Eindeutigkeit der Umkehnmgen fallen lässt 
und das Operiren mit mehrdeutigen Aasdrücken eingehend behandelt. 
£r benutzt hierbei schon das Unkrordmngzseiciicii und das Ein- 
onlnungsjgeichen das in seinen späteren Yeröffentlichangen Über die 
Logik eine so grosse ßolle spielt Femer wurde er — wenn ich nicht 
irre durch die monatelange Einstellung des Druckes, die durch den grossen 
Setzerstreik des Jahres 1872 hervorgerufen war — , nach Hankels 
Vorgang veranlasst, weitergehende Untersuchangen einzufügen über die 
Gestalt, welche die arithmetischen Formeln annehmen würden, wenn 
die Operationen anderen als den gewrihnlichen Gesetzen gehorchten. 
Inbesondere dachte er dabei, dass die Multiplikation weder kommutativ 
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noch asBOziaiiT eein könnte. 8ie wllide dann zwei ümkehnrngen^ also 
zwei Biyiaionen zulaawn, die ScIirSder ale Mesten und TeQm be- 
zeichnete nnd durch Doppelpunkt und Brnchatrich unterschied. Bei 
diesen Untennchungeni die hier begannen, befolgte er zunSchat den 
Zwecl^ die Folgerungen der einzelnen Annahmen yon einander zu trennen, 
also heranszubringeu, welche Formeln alleinige Folgerungen des Eommur 
tationsgeeetzes seien, welche die Folgen des AssocIationsgesetBes, welche 
endlieh nur beim Zusammenwirken der beiden Gesetze Geltung hätten 
u. 8. w. Im weiteren Verlauf dieser Spekulationen, die Schrdder 
wShrend seines ganzen Lebens beschlftigten, ron denen aber nur wenige 
Resultate pubHzirt sind, stellte er sich Mne sehr viel umfiiBsendAre 
Au^pbe. Die Multiplikation mit ihren beiden Umkehrai^;en kann als 
symbolische Bezeichnung einer Funktion Ton zwei Argumenten auf- 
gefasst werden mit ihren zwm möglichen Umkehrungen, und das Studium 
Ton Gleichungen zwischen solchen Funktionen war nun sein Ziel üm 
dieses Ptoblem einigermassen einzuschränken, benfltzte er den Umsbmd, 
dass in den gewöhnlichen aritiimetisGlien Fundamentalgleichungen hSchr 
stens sieben Buchstaben auftreten. Er beschzBnkte sidi daher auf die 
Betracbtang von solchen Gleichungen mit nur sieben Buchstaben. Die 
Bnchstaben sollen auf der rediten und linken Seite der Gleichungen 
nur durch Multiplikationen oder ihre beiden Umkehrungen Tcrbunden 
sein. Ein spezieller Fall ist der, wenn auf der rechten und linken 
Seite je nur eine Operation zur Anwendung komm! Bei den ent- 
sprechenden arithmetischen Gleichungen treten dabei höchstens sechs 
Buchstaben auf, und deswegen bescfaiinkt sich Sehr öder auch bei 
seiniMi Untersuchungen dee spezieUen Falles auf Gleichungen mit höch- 
stens sechs Buchstaben. Er betrachtet dabei diese Buchstaben als ganz 
allgemeine Zahlen, schliesst alle speziellen Zahlenwerte wie 0, 1 n. dergL 
aus, und nimmt an, die Multiplikation wie ihn Umkehrungen seien toU- 
kommen eindeutig. Er hatte nun die Absieht, die bei den angegebenen 
Beschrankungen möglichen Gleichungen auf ihre Folgerungen zu unter- 
suchen, d. alle aus einer Gleichung folgenden anderen Gleichungen 
auftnstellen. Die Gesamtheit allo: dieser Folgemugen nannte er in 
dem allgemeineren der oben genanntoi FSUe einen „KaXkn^f im speziellen 
einen „AlgoriUmwf*» Die Gleichungen eines solchen Algorithmus oder 
einee Kalküls zerfidlen in zwei Klassen, indem nämlich aus einer 
Gleichung die sämtlichen anderen fblgen oder nicht Schröder hat 
einen ansserordentlichen'Fleiss und eine grosse Arbeitskraft auf diese 
Studien Terwendet, Ton deren Resultaten er Einzelheiten in einer 
Reihe Ton Arbeiten Teröffentlicht h»t (10, 11, 20, 22, 24, 25, 26). 
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loabeMnidere b^diaitigto Um ein System ▼on 990 Gldiehmjjgeiiy 
die in der Oesamiheit Ton 7842 mö^ehen Qleidiviigen eine lieiTor- 
ragende Bolle spielen und deren Straktnr er eingebend nntersnchL üm 
die HOgUchkeit der Algorifhmen oder Kalküle und ihre TJnabkSngig- 
keit TOn einander sn beweisen, wendet er zwei Mittel an. Er kon- 
stmiri Ii9snngen mit Hilfe der gewShnliehen matbematiBchen Formeln, 
indem er einen Bnieb, dessen SKhler und Nenner bilineare Fnnktionen 
▼on swei Yerfinderliclien sind, so einricbtet, dass er die gegebene 
Fnnktionalgleichung erlOUi Ferner konsfemirt er Fanktionstafeln, 
d. b. Tafeln, die zu gegebenen Argumentwerten den Funktionswert 
liefern, indem er dab« die Anzahl der möglichen Aigomentwerte Uein, 
höchstens ^eicb 8 annimmt Fflr den Fbll Ton nur 4 Aignmentwerten 
steUt er die sämtlichen 576 Funktionstafialn auf, die bei eindeutigen 
ümkehmngen mSglicb sind, und ftr den Fall von acht Argumentwerten 
solche Tafeln, die gegebenen Funktionalgleichaiigen genügen, während 
sie bei weniger als acht Werten unmöglich sind. Bei all diesen Unter- 
suchungen zeigt Schröder eine grosse Gewandtheit in der Behandlung 
kombinatorischer Fjrobleme, wie er solche anch in einigen speziellen 
Abhandlungen untersucht hat. Einige habe ich schon froher erwähnt 
In einer anderen (21) bestimmt er die Anzahl der Substitutionen, welche 
in eine gegebene Ton Zyklen zerfidlen. Bei all diesen Problemen 
kommt ihm seine Übung in der Benfltzung der übbo Meyer^schen 
Fakdiäten-Koefiisienten, Ton denen schon froher die Bede war, zugute. 

Während seines Aufenthaltes in Baden-Baden begann Schröder 
auch die Eriemung der russisehen Sprache und benutate seine freie 
Zeit, um die schöne Umgebung der berOhmten Bäderstadt nach allen 
Bichtungen hin in tOehtigen Fussmärschen, auf denen ich ihn öfter 
begleitete, kennen au lernen. 

Seine mathematischen Arbeiten bewirkten, dass er im Jahre 1874 
nach Darmstadt an die technische Hochschule als ordentlichgr Professor 
der MaHiematik berufen wurde. Im Jahre 1876 folgte er «nem Bufe 
an die technische Hochschule nach Karlsruhe; hier lehrte er, seiner 
Neigung entsprechend, die Fächer der Arithmetik, Trigonometrie und 
höheren Analysis. In dieser Stellung blieb er, später zum Hofrat er- 
nannt, bis zu seinem Tode. Das Vertrauen seiner Sollegen berief ihn 
im Jahre 1890 aum Direktor des Polytechnikums, während er dem 
Senat der Hochschule wiederholt angehört hatte. 

Unter den Arbeiten, die er in Darmstadt und Sarlsmhe Teröffient- 
lichte^ Terdient neben den sofort zu besprechenden beeonden die Ober 
jyEin auf die Einheitswuneln bezügliches Theorem der Funktionen- 
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lehre'' (12) Erwähuung, weil Schröder hier ein einfaches Beispiel einw 
aauly tischen Formel gibt, die in verschiedenen Teilen ihres Qebietes 
verschiedene Werte annimmt Dieees Beispiel wurde spater Ton Weier- 
strasB benutzt. 

ScliOD bei der Vorbereitung zu dem Lehrbuch der Arithmetik und 
Algebra war Schröder, wol dun-li R()1)ert Gras smann's Formenlehre^ 
auf die rechnerische Behandlang der Logik aufmerksam geworden. 
Diese Disziplin war es, welche seit seiner Übersiedlung nach Karlsruhe 
sein wissenschaftliches Leben vollständig erfüllte. Er lernte die Werke 
von Boole, De Morgan, Ch. S. Peirce und anderen besonders englischen 
und amerikanischen Autoren Uber die mathematische Logik keimen und 
studirto eifrig die Schriften von Sigwart, Trendelenburg, Lotze, 
Überweg, Wundt u.b. w. über den philosophischen Teil dieser Disziplin. 

Er ging nun daran die von den Vertretern der mathematischen 
Lc^k erhaltenen Resultate in einheitlicher Weise darzustellen. Es 
gelang ihm zunächst das System von I^oole dadurch zu Terbeseem, 
dass er die Benutzung der gewöhnlichen Zahlen als unnötig nachwies. 
Die Division und Subtraktion ersetzte er durch Einführung der Nega* 
lioo. £r hatte schon in seinem Lehrbuch der Arithmetik sich dahin 
ausgesprochen, dass man dann im Stande sein müsse, mit der Termino- 
logie, die einem nnn zu Gebote stehe, alle Beziehungen auszudrücken, 
in denen Begriffe dem Umfdncj nach stehen. In dem kleinen Buche (13) 
lyOperationskreis des Logikkalknls^, das 1877 erschienen ist, gibt er in 
diesem Sinne eine kurze Übersicht der Theorie. Er operirt mit 
Klassen von Dingen, d. h. mit der Gesamtheit aller Dinge, die g^bene 
Merkmale gemein haben. Zwei Klassen a und h können Individuen ge- 
mein, haben; deren Gesamtheit wird mit a h oder ab bezeichnet. Da- 
gegen soll unter a-k-h die Klasse der Dinge ventanden werden, die 
entweder an a oder zu h gehören. Indem man nun immer auf die 
Individuen zurückgeht, beweist man die Rechen gesetze, die mit den ge- 
wöhnlichen identisch sind, aber deswegen einfacher ausfallen, weil in 
der Logik a + a — a und a • a = a ist. Die Menge der Dinge, die 
nicht SU a gehören, wird mit ä bezeichnet. Dies ist die in späteren 
Schriften adoptierte Bezeichnung, früher schrieb Schröder dafür a,. 
Für diese Negation gelten die Gesetze (a -I- 6) — S • 6 und (a6) = ä + 6. 
Diese wenigen Formeln reichen hin, um einen grossen Teil der Logik 
des Umfsjiges der Begriffe im rechnerischen Gewände darzuatellan. 
Erst im Jahre 18d0 Uess Schröder diesem kleinen Werke den ersten 
Band (27) einer ausführlidien auf drei ^bide berechneten Darstellung 
der Iiogik in raathematischem Gewände^ der exakten Logik, wie er sie 
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gern nannte, folgen. In diesen i^Yorlesungen Uber die Algebra der 
Logik'' gibt nns Sehröder eine ausführliche systematische Dar- 
stellung der ganssen Theorie, in der er die Forschungen der Engländer 
und Amerikaner, insbesondere von Charles S. Peirce, in einheitlichem 
Gewände, ^vermehrt durch zahlreiche eigene Untersuchungen vorträgt. 
Wie in seinem frfiheren Schriftchen, besdu^kt er sich hier auf 
die Logik des Um&ngs. Während er aber Mher die Beweise und 
Definitionen auf die Betrachtung der IndiTiduen gründete, stellt er jetzt 
in rein formaler Weise Definitionen an die Spitze, die einen Kalkül 
darstellen, den er als f^dentisdienf* bezeichnet In dieser Weise wird 
zunächst die Subsumtion definirt, oder wie Schröder sagt, die Kiu- 
ordnuDg, dann die Summe und das Produkt Um die Formeln all- 
gemein gflltig zu machen und gewisse Ausnahmen zu vermeiden, be- 
nutzt er mit Boole die durch das Symbol 0 bezeichnete NidUtlassef 
zu der im Gr^^satz die Klasse 1 steht, die allen anderen übe rgeordnet 
ist und den ganzen Denkbereich umfasst. Es gelingt mit Hilfe von 
diesen Definitionen, eine ganze Anzahl der Rechnungsreoreln des identischen 
Kalküls zu beweisen. Insbesondere auch den einen Teil des Distributions- 
gesetzes ah a- ac ^ a h r c). Dagegen gelingt es nicht, auch dessen 
zweiten Teil a{b c) ah + ac abzuleiten; und in einem Anhang an 
das Buch gibt sogar Schröder einen strengen Beweis dafür, dass dies 
unmöglich ist, indem er eine Gruppe von Operationen auüseig^ welche 
die Gesetze des identischen Kalküls erfüllen, ohne dass der zweite Teil 
des Distributionsgesetzes gilt. Die genannten Deduktionen werden 
unterbrochen durch eine Untersuchung über die Deutung der Operationen, 
Qber die tjbersetzuug aus der Wortsprache in die Zeichensprache, wobei 
besonders die verschiedene Bedeutung von „oder'' genau studirt wird. Um 
nun auch den zweiten Teil des Distributionsgesetzes zu beweisen, benutzt 
Schröder die Negation und setzt jenen zweiten Teil für einen speziellen 
Fall TorauB. DieNegation ä einer Klasse a, die Schröder das Negat von a 
nannte und „Ostrich" aussprach, definirt Schröder ebenfalls rein formal 
und zeigt dann ihre Identität mit denjenigen Dingen des Denkberoiches 
au^ die zur Klasse a nicht gehören. Die Frage, wie Urteile, die eine Ver- 
neinung enthalten, in die Zeichensprache zu übersetzen seien, macht eine 
genauere Untersuchung nJitig über die Bedeutung eines Urteils, das eine 
Negation enthalt; er entscheidet sich dafür, „a ist nicht zu übersetzen 
durch a = b, womit er sich an die Ansicht von Aristoteles und Wundt 
anschliesst. Die Negation erlaubt, die Subtraktion und die Division, welche 
die englischen Logiker noch benutzt hatten, ganz zu umgehen und damit 
gewisse Schwierigkeiten zu Termeiden, die sich sonst einstellen. Die Be- 
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Iift^illimg TOB Gleiehimgen gMfcaltet «ich im LogikkaUnil besondei« «iD&diy 
da miuL alk Gleichiizig«ii in eine einsige imniimmmifaflfwiiii die eine Seite 
anf 0 bringen und die andere in eine lineare und homogene Fonktion der 
unbekannten KUuae und deren Yemeinimg entwickeln kann. In dieeer 
Form Hast liob dann leicht die Bedingung für die Löcliehkeit, d. L 
die Beeultente, und der Ausdruck für die unbekannte Elaase ableeen. 
Eine Beihe Ton Beiepielen seigt die Übersetzang eines Systems von 
Prftraiisen in die Zeichensptache und die weitere Behandlung durch die 
Rechnung^ die sich öfters ftbemschend einfiush gestaltet Ein Nachteil 
dieser Theorie ist ea, dass sie nur uniTersale Urteile bebandeb kamt 
und dass partikulare Urteile sich in ihr nur schwer unterbringen lassen. 
Diesem Übelstand bsgegnet Schröder in dem 1891 erschienenen zweiten 
Bande seiner Vorlesungen, Ton dem aber leider nur die erste Abteilung 
herauskam. Schröder illhrt in diesem Buche neben dem Subsumtions- 
aeichen das ünglmdtkeUsMMeH etn^ ftlr das er daa Zeichen ^ benutst. 
Er kann dann das Urteil, eünijfe a sind h durch die Formel a5^0 
ansdrflcken. Um die Deduktionen an erleichtem, und in gewisser Be- 
ziehung auch als eine Anwendung des identischen EalknlB, benutst 
Schröder den ebenfiilla tob Boole erfimdenen sog. AussagenkaSad 
d. h. eine symboUsche Zusammenfassung von Aussagen durch Zeichen. 
Han kann (nach Mac Coli) jedem Urteil oder jeder Aussage ein Wert- 
leicfaen auteilen; und zwar das Zeichen 0, wenn die Aussage fidseh isf^ 
und das Zeichen 1, wenn sie richtig ist Dsnn kann man, indem man 
unter den Aussagen oder den sie Tertretenden Buchstaben, diese Wert- 
aeichen Tcrsteht, mit den Aussagen rechnen, indem man die Gesetce 
0 + 0«-0; 0 + 1^1 + 0 — 1 + 1*1 
0-0<-01 — 1*0*0; 11 — 1 
04^0 0>41 1^1 
0—1, 1 — 0 

benutst Die Formel a^h swiscfaen den swei Aussagen o und h, 
sagt dann aus: wenn a gilf^ so gilt d, oder aus a folgt d, oder a zieht 
h nach sich (nicht wie man etwa Tersncht wiie su denken, ans h 
folgt a). Schröder benutst mit Boole, um den identischen Kalkül 
anwenden zu können, inumn* die Zeitraums^ in denen die einzelnen Ur- 
teile gelten. Die getroffenen Festsetsungen Terlangen, dass ein Urteil, 
das niemals wahr ist, immer einem richtigen eingeordnet ist Hier- 
durch werden zwar Ausnahmen vermieden, es ergeben sieh aber anderer- 
seits auch Sitae, die auf den ersten Blidc etwas Fremdartiges haben 
und deren Richtigkeit man sich erst besonders zum Bewusstsein bringen 
muss, Schröder betrachtet nach sorgfUtiger und eingehender Dis- 
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knnioii de« AuBsagenkalkulB die fQnf inSgliclien Benehnxigeii, die nacli 
Gergonne swei Klawen sa einander haben kennen, und deren Yer- 
bindungeu miteinander. In IhnBofaer Weise nnterrat^t er die vier 
primitlYen Urteile De Morgan*8 Uber zwei Klaesen, Hierbei maehi die 
Znlaeanng der O-Klaeie einige Sehwierigkeiten. Mit Hilfe der ge> 
▼onoenen Besnltate werden dann die Syllogismen der alten Lo^ 
aorgiSliig etndirt und gezeigt, dasa sie auf die von Miag Ladd gegebene 
Begel hinanalaufm, daaa drei Klaaeen b, Cj nicht gleichzeitig die 
Gleichungen db^O, bc^O und die Un^eiohung ae «l* 0 befriedigen 
können, Dieae syllogiatiadien Unterradrangen werden noch erweitert, 
indem andere zwischen drei Begriffen mögliche Pl&nisaen betrachtet 
werden, welche in der gewöhnlichen Syllogistik nicht auftreten. Bei 
aU dieaen Eliminationsproblemen swischen Gleichungen und Ungleichungen 
ergibt sidi die Notwendigkeit, den Beenltanten eins Klausel bozufügea, 
die das Auftreten Ton Ausartungen unmöglich machen solL Und diese 
Klausel wieder leitet Schröder dazu Aber, den Begriff des LüdiTiduums 
festzusteUoLy d. h. in einer Formel auszusprechen, wann eine Klasse 
ein Indiriduum ist. Die ganze Untersuchung dieses zweiten Bandes 
macht ausführliche. Erörterungen Aber Terschiedene GegenstSnde der 
allgemeinen Logik, psrtikulaie Urteile, die Yenieinang, die Kon* 
Teision und dergleichen nötig. Auch eine Reihe Ton Beispielen werden 
mit der Rechnung behandelt Im Jahre 1895 erschien der dritte 
Band der Algebra der Logik (34) mit dem Untertitel „Algebra und 
Logik der Relatiye^. Allerdings bt Ton diesem Buch nur eine eiste 
Abteilung publiairt und ob sich eine zweite Abteilung aus Sohröder*s 
Manuskripten wird zusammenstellen lassen, ist zur Zeit noch nicht 
bekannt. Der Schöpfer dieser Logik der RelatiTe ist Charles S. Pei rce, 
und soae Theorie ist es im wesentUchen, die Schröder Tortragi 
Unter einem RelatiT Tersteht bekanntlich Peiree die Qesamtbeit aller 
Aussagen, die sich darttber machen lassen, ob sich irgend zwei IndiTiduen 
i und j des Denkbereichs in einer bestimmten Beziehung Ä zu einander 
befinden. Zu der Aussage steht zu m der Beziehung Ä** gehört ein 
Wertzeichen thitt ^ BdaHvkoeffigieiU, wie Sehr öder sagt, der diese 
Aussage, je nadidem er 1 oder 0 is^ ala wahr oder unwahr kennzeichnet 
Das zu A gehörige Relativ a ist dann die Gesamtheit aller Auss^^sn 
oder sUer RdatiTkoeffizienten, die allen möglichen Paaren Ton Ele- 
menten des Denkbereichs entsprechen. 

Aus zwei RehtiTen, a und 6, werden nach bestimmten Regeln neue 
RelatiTe abgeleitet Und zwar betrachtet man zwei Additionen und 
zwei Multiplikationen: je eine identische und eine relative. 
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Die identische Summe a + h und das identische Produkt, hezeickuet 
durch a-h oder einfacher ah, hind Relative, die durch die Relativ- 
koeffizienten a,j f hij bezw. a,j Ii,, definirt sind, wobei hier, wie im 
folgenden, die Rechnungen mit den Wertzeichen nach den hnni Aiik- 
sageiikalkul angeffilirten Ke^^eln crfolgou. Das relative Prodnkt be- 
zeichnet Schröder mit a-^b und spriclit es a vou b. Bei ihm ist der 
Kelativkoefliziont (ti;h),y— 1, wenn es irgend ein Element h des Denk- 
bereiches gibt, für (iüs Ui/th^j ~ 1 ißt, dag^en ist er Null, wenn dies 
nicht der Fall ist, 

Die relative Summe bezeichnet Schröder mit n j h, was er 
piu b" aussprach. Sie ist dadurch definu dass der Ilelativkoeffizieut 
(ö t " 1 ^^^) '^cnn iur jrdis Element h des Denkbereichs üjj, + hi^ — i 
ißt, Null dagegen, wenn ilies nicht eintritt. 

Neben diesen sich auf zwei Relative erstreckenden ()])erati(»neii 
beziehen sich die Negation und Konversion auf nur ein Relativ. Das 
negirte Relativ a, das Schröder mit ä bezeichnet, hat den Kelativ- 
koeffizienten ä/j und und das konvertirte a, das Schröder „o convers" 
aussprach, den aji. Ein Relativ a ist einem h eingeordnet, oder in 
Zeichen es ist a ^ wenn zwischen allen Relativkoeffizienten die Be- 
ziehung u,, =^ bij besteht. 

Die gegenseitigen Beziehungen, die zwischen ReUitiven hiernach 
stattfinden können, und deren Zahl gegenüber den bei Zahlen möglichen 
gross ist, werden ausführlich untersucht. Während die Peirceschen 
Arbeiten, an sich nicht leicht zn lesen, durch den Wechsel der Be- 
xeiclmnngen sehr schwer verständlich sind, bietet das Studium des 
Schrodersohen Buches keine wesentlichen Schwierigkeiten, indem es 
in einheitlicher DurchfQhrung und hinreichender AusfQhrlichkeit die 
eiiiBohlägigen Fragen beantwortet Ähnlich wie bei dem identiieheii 
Ealknl lasst sich jedes System Ton Gleichungen durch eine einzige 
Gleichung siudrfickeaL Der idAtive Kalkül leistet aber noch mehr, 
indem sich auch jedes System von tJngleidiungen, ja sogar die Forderung, 
duB TOn einer Anzahl GlMchungen und Un^eidiungen eine oder die 
andere gelte, durch eine einzige Gleichung ansdrOcken ISsst. Schröder 
behandelt anrftthriieh die Hetatellung der Besultante, die erfidli sein 
muBS, damit die AuflöBung mögilieh ist, und die AaflÖnmg selbst 
Wakrand aber die erstere sich beistellen lasst, erfordert die letztere so- 
gar unter Umständen unendliche Operationen. Für eine begrenzte An- 
zahl Ton GletdiungeQ werden alle möglichen Aufgaben ausÄihrlich er- 
ledigt. Als eine Anwendung der Theorie gibt dann Schröder die 
Darstellung der Lehre Ton den Zahlen, wie sie in Dedekind's 
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bekannter Schrift „Was fiin ] luiil was sollen die Zahlen" eiiihalten ist, 
im Gewände des Relativ kalkuls. Er weist zunächst nach, dass die 
wichtigsten Sätze Dedekinds als allgemeine Satze über Relative unter 
der Geltung gewisser Prämissen eischeinen. Ditna aber zeigt er, da«« 
sich die Theorie noch wesentlich vereinfachen lasse. 

Weitere Studien betrefi'en tlie Mengen oder Systeme von Individuen, 
die man auch als Relative auffassen kann, uud deren Ablnldun^ auf 
einander, wobei die von Cantor und von Dedekind eingeführten Be- 
griffe der Glexchmächtigkeit und Ähnlichkeit, die nut" der eindeutigen 
Abbildung bt ruhen, zur Sprache koniiaen. Schröder fonimlirt die 
nötigen Definitionen durch Beziehungen zwischen Relativen, die u:e- 
stattcn, d:u uUh ."SiiLze al)zuleit(ai, ohne dass man nötig hat, aul die 
indi'.iduen /uriickzugehen. Weitere Anwendungen werden endlich noch 
gemacht auf den Begriff der Funktion und den der Substitution. Als 
eine Fortsetzung der zuletzt erwähnten Untersuchung ersclu'iuen zwei 
Abhandlungen 37, 38) aus dem Jahre 1896, die allerdings erst 1898 
erschienet» sind. In der einen vergleicht Schröder eine von Peirce 
herrührende Definition der Endlichkeit eines Systems mit der Dedekind- 
schen Definition der Unendlichkeit und zeigt durch Rechnung, dass die 
eine die Negirung der andern ist. Im Änschluss daran beweist er vier 
von den fünf Sätzen, die Gantor über Mengen von gleicher Mächtig- 
keit aufgestellt hat, ohne dass er dabei TOn den transfiniten Zahlen 
Gebrauch machen muBS. Den fünften Satz allerdings konnte er damals 
noch nicht herleiten. 

In der zweiten stellt er mit Hilfe der Relativoperationen die Be- 
dingung her, dass Ewei JEtelative, die Systeme sind, gleich viele Indi- 
Tidnen enthalten und ferner die Bedingung, dass die Anzahl dieaer 
Indmdiien 0, 1, S oder 3 ist 

Dnrdi diese BelatiTOperationen, glaaht Schröder, sei em weeent- 
Ikher Sehtitk TorwStis geUian nacdi dem Ziel einer allgemeinen Pasi» 
graphie, nach einer allgemein TeratMidlidhen, Ton den nationalen Sprachen 
unabhängigen 2^chenspracbe nur Dantellung «issanchaftlicher Er- 
örterangOL Dass die Peirce' sdhe, TOn ihm verbeBwrte Zeichensprache 
des BelatiTkallnib neben dem Anssagenkallral dies eher ra iMsken im- 
stande ist als die Symbole Peano's und seiner Schüler, ist wol sicher. 
Ob aber das Sehr oder sehe Ideal, wie er es in einer geistrollen Karis- 
ruher Rektoratgrede Aber das Zeichen (31) und einem VoHng anf dem 
Zftricher Mati^matikerkongress (39 nnd 40) hingestdlt hat, sich rer- 
wirklichen wird, muss zur Zeit dahingestellt bleiben. 

Schröder hat in seinem grossen Werke Uber Logik eine ganz 
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ansaerordetitliohe ^'^-''ge von mflheToUer Arbeit und von höchst scharf- 
iinnigeD üntenmehimgeii niedergelegt. Nur kann man YieUeicht eagen, 
das8 er dem Leser etwas luviel dargeboten hai Aueh war er sn sehr 
syitematiatrender Mathematiker, dem es Freude nachts^ innerhalb eines 
gegebenen Rahmens alle Möglichkeiten in erörtern nnd alle sich darbieten- 
den Fragen an lösen. Ss ist schade, dass er ans die sweite Abteilnng 
des dritten Bandes ni^t mehr geben konnte, er hätte nns dann yielleicht 
an einJhcheren Beispielen nnd Anfgaben, ab die oben erwihnten sind, 
die Nfttslichkeit der Lehre von den B«latiTan geseigt Was die Zu- 
kunft dieser logischen Disiiplinen angeht, so glaube ich nicfa^ dass die 
enthusiastischen Hoffirangen, denen Schröder so oft Ausdruck gab, 
sich in Bilde erfüllen werden. Mir scheint es von Wichtigkeit zu sein, 
dasa Au^ben gefunden werden, die nidit ktlnstlich gemacht sind, die 
sieh aber durch den Logikkaikol in einfoeherer Weise lösen lassen, ab 
dies die gewöhnlichen Methoden gestatten. 

Um sich bei den ansbengenden Arbeiten sn aerstreuen, trieb 
Schröder wihrend seines Earbmher Anlentiialtes eifrig Sprachstudien. 
Er TervoUkommnete sich im Englischen und lernte das Spanische. 
Daneben beschäftigte er sidi viel mit der Blumenzucht, der er viel 
Ton seiner Zeit widmete. Er hatte sich dabei sehr eingehende botanische 
Kenntnisse angeeignet und grosse Übung in Behandlung der Pflanzen 
erlangt, so dass seine Pflsnzen, obgleich er bei ssiner Junggesellen- 
wohnung kein Treihhans und ksinen Garten hatfcs^ gut gediehen. Wie 
froher trieb er auch den Sport eifrig. Neben Schwimmen nnd Schlitt- 
Bohnhlaufen, denen er von jeher gehuldigt hatte, fibte er einige Jahre 
das Reiten. Sp&ter wurde er ein flberans enthusiastiseher Radfahrer, 
da er hierdurch in knraer Z^t sich kräftig ansarbeiten und nicht nach- 
denken könne, freilich gbube ich, dass spater fttr ihn der Genuas 
mehr darin bestSnd, Tide Kilometer in möglichst kuxaer Zeit zu durch- 
messen, ab behaglich durch eine schöne Gegend sn fthren. Wenige 
Tage Yor seinem Tode soll er noch eine grosse Badtour gemacht haben, 
und manche seiner Kollegen glauben, dass eine Erkiltung, die er sich 
dabei holte, die tödliche Krankheit Terarsacht habe. Im Winter 
1901 — 2, wo er das sechzigste Lebensjahr schon ttberschiitten hatte, 
flng er noch den jfingsten Sport, das Skilaufen, an. 

Ab ich Schröder im März 1902 zum letzten Msle ssh und ihn 
▼on seinen Ski- und Radtouren erzählen hörte, machte er noch in 
jeder Beaiekung den Eindruck eines flberaus rüstigea Msnnes, dem 
man ein bnges Leben propheaeit lAtte. Merkwürdig war mir nur in 
den leisten Jahren seines Iiebens erschienen, dass die mit dem Leben 
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und dem Amte unTermeidlich Terbundenen Reibm^n immer scbwerer 
auf ihm lasteten und offenbar seine Leistungsfähigkeit hemmteUi so 
sehr, dass er sieh nicht entsehlieesen konnte, das grosse Lebenswerk 
seiner Logikroilesungen za vollenden. 

Haben sich in dieser Depression die Anfinge eines tieferen Ijeidens 
gezeigt, so kann man einem gütigen Geschick nur dankbar sein, das 
Schröder durch einen raschen Tod nach kunser Krankheit vor längerem 
Siechtum bewahrt hat. 

Yerseiehniaii der Schriften Schröders nach ihrer Zeitfolge, mit An- 

gäbe der Datirnng. 
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1»76. Zeitschr. 1. Math. u. Phys. Bd. 22. S. 183—190. 
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16. Hermann (iratiruunn. Sein Leben und «eine mathematisch-physikalischen Ar- 
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wohl nnr Seite SO Absats bis 89 incl.) 
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Boaaeim, Algabr» d«r Loeik. S. IL b 



Digitized by Google 



Enut BohvOdet f. 



17. Über die KigeDechafien der BinomialkoefBzieQten, welche mit der Auflösung 
der trinomitchea Gleidnuig niMuniiMiiliängeii. Kuliralie im Oktober 1879. 
26itiehr. t Math. n. Phy«. 64. & IM— S07. 

18. Anseige von Gottlob Freges BegriffBsclirift. Earlsrnhe 1879. Zeitielir. f. IfftUi. 

n. Phys. Bd. 2:' Ili^toriBch-Hterarische Abt^iluni^ S. 81 --94 

19. SelbstanzeiffP der uuU*r 11., 12., 13., 14. genannten Schriften im U<'pertorium 
für reine und angew. Mathematik. Bd. 2. S. Ul — 87 mit Nachschrift auf 
8. 16t. 

90. thber ttm» dfiukAnUdi« Beitimmiuig «mir Fnnklioii dudi ffanmte An* 
foidemngen. Kttlmdie im M»i 1880. Joam. t reine iL «ngew. Uaih. Bd. 00. 

81. Über die Anzahl der Substitutionen, welche in eine gegebene Zahl von Cyklen 
zerfallen. KarlBmhe, NoTember 1881. Archiv f. Math. o. Phys. Teil 08. 

8. 368— 87T. 

99. On ttie moit oommodioni and comprehensive calcultu. Expotition of legicftl 
principle, as disclosed by the algebra of logic bat overlooked by tfae ueieiit 
logif^iftns Keport of the British Aesoc. 1883 411—412. 

28. über das Limiiu itionspzoblem im identischen Kalkül. Tageblatt der Natur* 
forachenreraammluug zu Stnfibiug 1886. S. 368—864. 

94. TatUn der eindeolag omkehibareii Fimktioinn sweier Tniableo aaf den 
einfachsten Zahlgebieken. Keriarahe in finden, eingeeandt Denmber 1886. 
Math. Ann. Bd. 29. S 999—317. 
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Yorbemerkung des Herausgebers. 



Der Verfasser der „Algebra der Logik'' hat bei seinem Ableben 
Manuskripte wissenschaftlichen Inhaltes in beträchtlicher Menge hinter- 
lassen. Dieselben sind insgesttüit der „Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigunpr" lotztwillig zugeeignet, behutV^ VeröÜentlichung, so weit thunlich. 
Ich erfülle eme angenehme Pflicht, indem ich der geimnnten Vereinigung 
und der vun derselben niedergesetzten Koiumisäiou zur \'er\valtiuig des 
Sehr öd er sehen handschriftlichen Nachlasses danke für den mir sehr 
erwünschten und mich ehrenden Auftrag, Schröders uuvoUeudetea 
Haupt- und Lebenswerk, die Algebra der Logik aus seinen hinter- 
lassenen Papieren fortzusetzen und möglichst zu vervollständige». 
Seitens der Kommission hatte insbesondere Herr Geheimrat Lüroth 
die Güte, das Manuskript zu dem nimmehr vorliegenden Halbband 
durchzugehen und nur vielfach mit Rat und That beizustehen. Dies, 
sowie auch die Beigabe des vorstehenden Nekrologs verbindet mich zu 
ganz besonderem Dank. 

Das Manuskript war schon vom Verfasser zieiuüch vollständig 
ausgearbeitet. So konnte nich die Thätigkeit des Herausgebers auf 
einige weniger ausgeführte Stellen und etliclie Flüchtigkeiten des Text- 
entwurfes beschränken. Ausgenommen hiervon ist der letzte Anhang 
über die Koni pe sehe Abhandlung, den der Verfa5?ser nur bis zu der 
bezeichneten Stelle (Seite 575) bearbeitet hAie, während von da ab 
keinerlei Anhaltspunkte au I zu finden waren. Ich habe mich deshalb 
bemüht, das Fehlende möglichst im Sinne des Verfassers nach dem 
Kempeschen Original zu ergänzen. 

Wer sich an gewisse Eigenheiten Schrüderscher Diktion und 
besonders an seine breite, oft abschweifende Darstellungsweise einmal 
gewöhnt hat, der erkennt bald gerade auch darin das durchaus gründ- 
liche, ernste und schlichte Wesen und Streben des wissenschaftlichen 
Forschers und Lehrers, der alle Kunst pninkhaften Vortrages, alle 
glänzenden und blendenden Sprachmittel verschmäht, — der nicht be- 
wundert, nur Teistanden sein wiU, — und zwar von Jedermann, auch 
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YOiii Luieu und vom jugeiidlicktiu Studireuden; für Studirende Torsugs- 
weise hat, er sein Buch geschrieben. 

Dies will nun freilich nicJit sagen, dass ich die vom Verfasser ge- 
wühlte Ausdrucks weise auch in allen einzelnen P'ällon billigte. — Ebenso 
kann ich auch inhaltlich seinen Ausfühmngen wol im grossen und 
jE^nzen, nicht aber in alh'U Einzelheiten beitreten. In dieser Hinsicht 
war ich wiederholt versucht^ meiuen abweichenden Staucip unkt wenigstens 
etwa in ehier Note oder einem kritischen Anhang darzulegen. Doch 
unterblieb dies — vor allem deshalb, damit der neu herauszugebende 
Teil des Werkes sich möglichst gleichförmig an die schon vorhandenen 
angliedere. Auch die am Schluss beigefügten „Anmerkungen des 
Herausgebers", auf welche hier zum voraus besonders hingewie.sen sei, 
enthalten daher lediglich sachliche Berichtigungen und f]rgänzungen, 
von denen anzunehmen ist, dass der Verfasser sie gleichfalls auf- 
genommen hätte, wenn er darauf anfmerkttam geworden wäre. 

Solche Bericlitiguugen sind mir mehrfach von deu Herren Lüroth, 
Korselt und Couturat in freundlichster Weise zur Verfügung ge- 
stellt worden, nebst anderen Mitteilungen mehr rezensirendeu Inhaltes; 
Bo zutreffen»! mir indessen auch diese letzteren erscheinen mochten, 
imd so dankbar ich sie entgegennahm, so mnsste ich mir deren Auf- 
nalime unter tiie Anmerkungen dennoch versagtu iiul iiücksicht sowol 
auf die Wünsche der Einsender als auch auf den einheitlichen Charakter 
des gesamten S(r Ii r öd ersehen Werkes. 

Bezüglich der StotFeinteilung, wie sie durch das schon dem ersten 
Bande vorgedruckte Inhaltsverzeirhuiss zum ganzen, ursprünglich nur 
auf zwei Bände berechneten Werke angekündigt war, und bezüglich 
der seitherigen Änderungen kann ich auf das unten folgende Vor- und 
Zwischenwort des Verfassers verweisen. Nach dessen Absicht sollte 
dem gegenwärtigen zweiten Teil des zweiten Bandes Titelblatt, Vorwort 
und Inhaltsverzeichniss in nunmehr teilweise abgeändertem Wortlaut 
für den ganzen zweiten Band beigegeben werden, wofür dann beim 
Einbinden das ursprüngliche nur provisorische Titelzeug der ersten Ab- 
teilung zu beseitigen und durch das neue sa ersetzen wäre.*) Die 



*) Auch ein Teil der „Femoren Berichtigungen und Kachttftge zum ersten 
Bandet' Bd. fi, I Seite YQIlt i«t ftberfla«ng geworden infolge Obergangea des 
Inhaltef in den Tert des gegenwärtigen Bd. 8, n. Es ist nBmlioli im einselnen: 

1) Bd. 2. I Seite IX Mitte bis XI Mitte, der Nachtrag zu Bd. 1 Seite 302 und 305 
(betreffend Beweise von Graesmann und Peirce) ersetzt durch Bd. *J, II 
Seite 401 unten bis 40&, — wozu auch Beite &97 Zeüe 7 v. o. tf. beizu- 
ziehen ist. 
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«weite Abteilung sollte nur durch das „Zwischenworf* eingeleitet sein. 
— War es dem Verfasser nicht mehr vergönnt, sein Werk noch selbst 
in dieser Weise abzuändern, so wird mau sich heute wol kaum dazu 
entschliessen. Zeigt der posthume Teil doch auch sonst der Spuren 
noch mehr, dass hier dem Werke mitten im Werden und W uchsen der 
Schöpfer entrissen wurde. 

8) Bd. 8, 1 Seito XIT Mitte, m Bd. l Seite 589 (MeCoU) eraetxt dtndh Bd. % U 

Seite 450 und 461 (ond Bd. 2, I Seite 30fi Zeile 11 v.u.). 
8) Bd. 2, I Seit«' XHl, rn Bd 1 Seite 711 (Poretski) enetstt dnxcb Bd. 8, II 

Seite 442 , . 447 uml 6(t". t;oi. 
Zorn Zwecke des Ersatzes müBät^u abu auch diese Berichtigungen und Nachträge, 
mit WegUuMung die nninnelir hinfUligen, nachgedruckt wwdeiL 
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Keues Vorwort des Yerfisissers zum zweiten Bande, 

(zum Ersatz fflr da« ältere Bd. 2 I , Seite III bestimmt). 

Schon im ersten Bande findet sich o'm Tnhaltsvi i/j ichniss znm 
zweiten Band, wonach dieser in seiner ersten Abteilung im wesent- 
lichen den Aussagenkalkul, in der zweiten die ßeziehiuigsh)gik behandeln 
soUtf" Tn^-wicphen hat sieh nun aber <lie Notwendigkeit hpraiisgestellt, 
die B<'/.irliuujj;Hlogik aus dem zweiten Bande auszuscheiden und in einen 
besoiiileru dritten Band zu verweisen, und zwar aus zwei Gründen: 

Einmal ist in der Zwischenzeit noch so viel hinzugekommen, teils 
an neuen oder dem Verfasser jetzt erst zugänglichen Arbeiten, 7 H von 
Poretzki und Kempe, teils auch an zahlreichen von der Kritik er- 
hobnen Einwänden, welche einer Richtigstellung benötigten, so dass 
gelbst hei Beschränkung der Beziehungslogik auf den ihr ursprünglich 
zugedachten Umfang der Band schon allzu sehr hätte anschwellen müssen. 

Sodann aber hat bei der bis zuletzt aufgesparten Überarbeitung 
jener Schriften, die den Grund zu einer Logik der Bezichuru/cu ühi'r- 
haupt, oder der Beziehungsbegritfe, „lielatwe", gelegt haben, dieses 
Forschungsgebiet sich zu einem derartigen Umfange ausgewachsen, dass 
es auch bei knappster Diktion einen eigenen Band beanspruchte, — wie 
es denn als eine ungeahnt grossartige Disziplin von unermesslicher 
Tiagweit^e und noch unabsehbarer Entwicklungsfähigkeit sich darstellt. 

So werde ich denn in dem Kähmen der Paragraphen des zweiten 
Halbbandes ganz andere Dinge abzuhandeln haben, als das provisori^obe 
Inhaltsverzeichnies in Aussicht gestellt, und glaube nicht um Ent- 
schuldigung dafür bitten zu sollen, wenn ich im ganzen doch so viel 
mehr als Toiig^sahen zu bieten in der Lage bin. 

„Zwischenwort" des Verfassers. 

(Die beiden Abteilungen des zweiten Bandes sollten nach (\ct Absicht des Vef^ 
t'aseers nur durch ein Blatt mit diesem Zwiscbenwort getrennt werden ) 

Bei Herausgabe der ersten Abteilung dieses Bandes im Juni 1891 
glaubte ich das Erscheinen der zweiten Hälfte, deren Inhalt die Logik 
der AeJatiTe bilden aollte, für den Herbst desselben Jahres in Aussieht 
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XZIV NeoM Vorwort des Verfaiwra mm zweiten Bude. 

sielldn sa könneii. Seiten wol in meinem Leben bin ich in einer 
Scbaizung so weit feUgegang^i als damals bei der Bourtoilnnp: Ton 
Grosse und Schwere der Lücken meines Manuskripts. Dies kam daher, 
da98 die mir einzig brauchbar erscheineude Arbeit des Herrn Peirce 
über Relative in % die auch wirklich die hauptsächliche Grundlage 
ZQ meinem Band 3 abgegeben hat, blos einen Umfang Ton 18 Druck- 
seiten einnimmt, (die auf halb so viele yon den nnsrigen gdieD Wörden), 
and dass ich wähnte, mit einem möglichst reproduzirenden Referat 
darüber — nicht ohne kritische Randbemerkongen — davommkommen. 
Die ungeheure Tragweite dies» Abhandlung wurde mir erst bei der 
Detailbearbeitung klar. — Wer nun aber den Inhalt meiiif^s Bd. 3, 1 
mit dem yergleicht, was man daron auf 9 Seiten sagen könnte, der 
wird auch ohne Kenntniss der Literatur leicht gewahr, wie wenig die- 
jenigen meinem Buche gerecht werden, die dasselbe als ein blosses 
Sammelwerk hinstellen möchten. 
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Der Rfiekverwmniiigen halber geben wir auch hier wieder mit bei den 
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ViernndzwanzigBte Vorlesung. 

§ 50. Vervollkommnung gewiaser Partieen des ersten Bandes. 

Ja der Zwischenseü Mit dem Erscheinen der ersten 1% Bände bin ich 
rlfr ^f^>frliclll^eit inne geworden, den Lelirgang des ersten Bandes schon in 
einigüii Hinsiohteu /u vervoUkomiünen, welche mir zu bedeutsam erscheinen, 
als dass es sich empfehlen könnte, ihre Besprechung bloü unter die Berichtigungs- 
naefatfflge einnireiheii. Ich wiU Tielmehr die einschlägigen, nidit durchweg 
miteimDder insunmenhingenden Verheesemogen und Fortechritte in gegen- 
wflrtiger VfMrlesung darlegen. 

MasL &88e den Überblick des in Band 1 befolgteo Lehrganges ins 

Ange, wie er sidi etwa 8. 28 — 34 des g^enw ür tigep Band 2 g^ben 

findet 

Derselbe bedarf (ver^ die Berichtigungsnacbträge) nur der einen 
Kichtigstellungy dass in der Aussagengleichheit S. 34, Z. 12 y. u. reohter- 
band der Aossagenfaktor (ad — * 0) beisufiagen isl^ so dasa die Gleichnng 
lantet: 

{ax + bx, = 0) — (ab «0) (ä « 6«, + a,x) 

Dementspiediend sollten anch in der Terbalen Fassong des „HOlfBiheorems 
des § 24^ Bd. 1^ S. 502 die naehber kursiv gedruckten drei Worte 
eingeschaltet werden, so dass es lautet: die Gleichnng ax -^hx^^O 
ist, ikre MöglUSMi vcmiagesM, (oder: aoftm sk aderAaupf erfSBEbar 
i80, äquivalent der: x^hx^ + a,x, 

Bd dem dort angeltthrten Beweise ist aSmlich — <- fOr die rückwärtige 
Aussagensubsumtion — von der Resultante ab^O der erstem Oleichung 
in der That wesentlich Gebrauch zu machen. 

Hiervon abgesehen, gibt sich nun noch eine UnvoUkommenheit 
unserer Theorie kund in der späten Stellung, welche unser System dem 
Theoreme .^7) anweist, nämlich dem Satze von der (Konversion durch) 
Kontraposiiion bei Subsumtionen: 
87) (a^J)_(i,.^«,) 

— irota der Einfaehbeit und des Abenus boben Grades von unmittel- 
barer Dvidenz, derai dieser Saia sieb erfreut. 

Zum Beweise desselben hatten wir uns Bd. 1, S. 357 berufen auf 

die Theoreme 20), 32) und 36), die von Gleichungen handeln, wogegen 
scntoBB, Aic«bi»d«*i«gik. «. n. aa 
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OB natürlicher erBchienef umgekehrt das Kontrapositionstheorem fKr 

Qkukuingm: 

82) («-J)_(a,-6.) 

kraft Dcf. (1) auf dasjenige 37) für Subsumtionen zu gründen. Zum 
mindeflten ist es wünscheuswert, jenes auf dieses auch gründen zu 
Jiönnen. 

Die gerügte üuvollkommenlieit kam mir früh zum Bewusatsein. Die- 
selbe entsprang daraus, dass idt midi lange Zeit ganz vergeblieh bemllhtef 
den -von Henm Peiroe* p. 37 IBr das Tb. 37] gegebnen „Beweis^ au -?er- 
Bteben, woran dessen DanteUnng nicht ohne Scbidd ist Wire ich statt 
flcs'^'^n zpitig darauf ausL'^L^angen, selbst einen Beweis aufzusuchen, so würde 
mir der Erfolg wohl frülier zuteil geworden sein. Zuletzt fand ich zwei 
einander dual entsprechende sehr einfache Beweise, deren einer sich aber 
als xoBammenfidlend mit dem Kern de« Peirce'sdien Beweises erwies, als 
dieser selbst also, gewissermassen befreit toil Twdmkkehidem BeiweriL 

Die fragliche Terbessemsg ist aber daram tou besondrer Wichtig- 
keity weil sie es erst ennögli^en wird^ aacfa höchst beachtenswerte 
Beweiee toh noch andern Sataeni nunlich den De Morgan'schen 
Theoremen 36), in den Lehrgang an&unehmen, bei denen solches bis- 
lang ohne Zirkelsofaluss nicht an^^gig geweaen ist 

Daa ersehnte Ziel iSset sich in der That sehr ein&eh erreichen^ 

wenn man die Bähei^olge der Theoreme 36), 37), 38) in die entgegen* 

geset0U vermmddt. 

Um keine Verwirrung bei den Citaten an Terursadien, werde ich in- 
dessen die biskerigen Chiffren der Sätze beibeJuüten. — Wenn ich von neuem 

zu chiffrircn hafte, würde ich überdies vorziehen, den Satz 35) „vom Dualismus" 
unchifl'iirt zu lassen, da derselbe, olmehin — vergl. S. 33 oben — von 
anderer Natur als» die übrigen „Theoreme", eine Art von zunächst nur 
empirisch anerkanntem „Prinzip" statuirt.*) 
Das Theorem 

38) (1 ^f,, + 6) = (a=46) = (a^40) 

läset sich in der That ohne tceikre^i z. B. dicht hinter das Th, 35) — 
vorannekmen. Denn in Bd. 1, S. 358 haben wir dazu Beweise gegeben, 
die nur die Theoreme 5), 15), 16), 20), 21), 111^ oder 27) and 30) 
Toraossetateo. 

Wenn wir uns nun also schon hierauf berufen dürfen, so kann 
jetat angereiht werden das Theorem: 
37) (<,^J)-.(6,^oJ 

mit den iulgenden beiden Beweisen: 

*) Bieaa die Amnerkang des Hecamgeben am Bdduie dieeea Bandes. 
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Beweis 1. (« 6) = (1 =4 a, + 6) = { 1 4 (6,), + (a.) } - (6, =^ a,) 
nach 38^), 31) und 38^), — wobei wir durch die Klammer um a, nur 
darauf hinweisen wollten, dass a, demnächst wie ein einlaches Symbol 
angesehen werden möchte. 

' Beweis 2. Desgleichen hat man dual entsprechend 

(a ^ 5) = {ab, =40)= l (6.)Ca.),=4 0) = (6. =4 a.) 

nach 38^), 31) und 38J. 

Schliesst man übrigens im Geiste des ersten Bandes uoch verbal, also 
ohne wirkliche Awssagenaquivalenzen zu statuiren, so wrd man ^ a, 
als Foigri ittuf aus a ^ i/, also nur: (« =^ fe) =^ (ft, =^ rti") erhalten und dieses 
(blos verbal angcsetztej Ergebniss nach deaiüelben Schema in Verbindung 
mit Th. 31): {b, ^ a,) ^ {(a,), ^ (&,),) — (a ^ 6) auch als rOokwftrts 
gflltige Aussagensubsumtion nadiznweisen haben, mit der es sich erst sur 
Äussagengleichung 37) gemlaa der ffkt Aussagen in Ansprach genommoiien 
Def. (1) zusammenzieht. 

Mit jenem Th. 38) kann jetzt auch der Satz B7) der Kontraposition 

ebenfalls noch vor das Th. 32) gestellt werden, und dann läset sich 

auch diesee Theorem 

32) (« = 6) = (t, = aJ 

der Sontraposition Yon Gleiehnngon nnn kraft 37) ana 

(a =4 6) = (6, =^ a.) 
(6 ^ a) = (a, ^ ^ ) 

durch überschiebendes Multipliziren, oder diu darauf hinauslaufenden 
„Überkgunfjeii in Worten'' sofort beweisen. 

Der erheblichste Gewinn ans der Umstellung der Sätze ist aber 
der, dass wir jetzt aueh die schönen Beweise in nnsere 'Pliporie auf- 
nebmen können, welche Herr Peirce^ p. 37 für die De Morgan'isiheu 
Theoreme Iii)) gibt. Allerdings muHs /u dem Ende diesen Tlioor>Mnen 
aach'lemer noch vorangestellt werden das Theorem 41) von Feirce 

41) (a6=^«) = (<i=$b. + c). 

Für dieses haben wir Bd. 1 S. 364 auch einen Beweis gegeben, welcber 

von keinem sjfitteren Satze als von Th. 33} Gebrauch machte, so dass 

die \ urauzieiiuiig auch dieses Satzes ohne weiteres angängig ist. Und 

mehr m den Vordergrund der Theorie gerückt zu werden, als es in 

Bd. 1 geschah, verdient auch dieses Th 41) schon seiner eminenten 

Wichtigkeit halber, die z. B. auch in Hd. ?> deutlich zutage treten vvij-d. 

Bildet dasselbe doch ein Gegeutitück zu den iundauientaleu Definitionen (3). 

Während nämlich letztere zeigen, wie eine Sub.sunition, deren Prädikat 

nn l^roduktj resp. deren Subjekt eine Smmw ist, zertallt werden kann in 

«6* 
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ein&chere SnbsiimtioiiflEEiy l^ii dieses Tli. 40: welche ümformnngen mit 
dner Subsumtion yorgenommen werden dttr&o, bei der umgekehrt das Sub- 
jekt em ProduM oder das Prädikat eine Summe ist. Für a = 1 leap. e^O 
gehi Bttdem das Th. 41) Aber in die beiden Theoreme 38), Ton denen 
es eine ZusammenfiuBUig und zugleich Verallgemeinerung Yorsiellt. 

Hiemaoh hat man nun fftr De Morgan's bekannte Theoreme: 
86) (a6), = a, + ^ | ia + b\^afi, 

den folgenden Peirce'sehen 

Beweis. Nach Th. 30) ist 

{ah)(ah\^0 I 1 — (a + 6) + (a + 6), 

oder nach Def. (1) und dem AssoziationsgesetB 13) 

ah{ah\ =4 0 I 1 =^ a + + (a + 6), 

Bringt man in diesen Subsumtionen gemäss Tb. 41) regelrecht 
deu i^ akLor a(7on links) nach rechts | das Glied a {yon rechts) nach links, 
so kommt: 

h{nh\ =^ 0 + a, = a, | a, ■ 1 ^ h {a + h)„ 

und wenn darnach ebenso der Term b hinübergeBchaüt wird: 
(a6),-^a, + 6, I a,b,^ia + b)„ 

womit die Theoreme aunifdist einseitig als Subinmiionen bewiesen er^ 
scheinen. 

Um auch die umgekehrten Subsumtionen zn ]if> weisen, wendet 
Peirce den Schluss der Kontraposition gemäss Th. 37) an auf die 
Theoreme 6): 

ab^a, ab^b \ at^a-^b, b^a + b 

wonadi wir haben: 

a,=^{ab), b,^(ah\ \ (a + 6), =^ a., {a + b\^b, 

und sich nach Def. (5) in der That diese noch ausstehenden Subsumtionen: 

a, + b,^{ab\ t + 

ergeben, die sieh endlidh mit den rorhin gefundenen kraft Def. (1) su 
den Gleichungen susammenaiehen, welche zu beweisen gewesen. 

Was i<^ Ton Begründungsweisen der elementaren Satze unserer 
Theorie sonst noch gerne in den Bd. 1 aufgenommen haben mochte, 
ist Tor allem folgendes. 

Die Art, wie Heir Robert Grass mann die Eindeutigkeit der 
Negation und den Sab 31) der doppelten Vemeinung beweis^ bildet eine 
Variante der Bd. 1, S. 302 sq. und S. 305 von uns gegebenen Beweise, 
welche keinen Gebrauoh macht von dem Hülfttheorem 29), Bd. 1, S. 299. 
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Der Znsais 1 zur Del (6) der Negation knttpft L c. an die Vor- 
atiasetKungen 

30 J aa, = 0 a + ö, — 1 30^) 

ao;) aa;»o a+a;»i so;} 

die Behanptimg 

nnd wird yon R. Grassmann wie folgt bewiesen. 

Nadi TL 21 der VoransseiKimg 30'^), Prinzip lU^ der Yoraos- 
getzimg 30^) nnd Tb. 21^) haben wir: 

a, = a, • 1 = a^ia 4- oj) = a,a + «,a| = 0 + = a,aj, 
nnd ebenso, nur 30') mit 30) bei den Citaten vertauscht: 

also a, kraft Th. 4), q. e, d. 

Das Theorem 31) 

(«i). = « 

wird ferner so bewiesen. 

Nach Th. 21), 30), Pr. m^, Th. 80^) und 21^) ist: 

ao«a.l=.a{a, + (a,), } «ö, + a(a,), 0 + »(«,), — (fl,),o, 

also (a,), = « wioilt rujn nach Th, 4\ q. e. d. 

In ahnliclier \\ ei-^e lässt sich auch bei dem Beweia»' (Irr Theoreme 30) 
De Morgans Bd. 1, S. 352 das Hülfstheorem 29) entbehren. 

-/ B. hnks vom Mittelstriche: 

Th. 36^) (ad),-a, + 6,} 

Beweis. Nach 21j, 30^), 111^, 27^ 13^, 30j und 21.^) ist 
+ («. + ^) ■ 1 - (a, { &,){ (aft) + (a6), } - (a, + d,)(a&) + 
+ (a, + 6,)(a6), = a,a6 + \ab + (a, + &,)(«&), — 0 + 0 + 

+ (a, + &,)(«&), = (a, + &,)(a6), 

und ebenso nach 21^), Zusatz zu 34), 27^) usw. 

(a6), - (a6). • 1 - (a6),(a, + + aft) (ae>),(a, + 6.) + (a6),(a6) - 
-(a&).(a, + 6,) + 0-(a6),(a, + 6,), 

sonach a, + 6, «= (a&), kraft Th. 4), q. e. d. 

Man sieht jedodi, wi^ diese Beweise eben dvrch Voiaxuebmen des 

Httlfstheorems 39) in unserem Bd. 1 einfacher gestaltet sind. 

Gleichwol erscheint der in Bd. 1, 8. 352 von mir gegebene Beweis 
des Th. 36) dem oben vorgetragenen Peirc eschen gegenüber, — nachdem 
dieser zur Aufnahme in unser System geeignet geworden, — nun als ein 
minderwertiger. 
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Reeumiroad können wir etwa sagen, dass die IJmordnung der 
cliiÖVirten Sätze unserer Theorie in die nacL stehende Reihenfolge: 1) 
bis 31), 38), 37), 32), 33), 34), 35), 41), 86), 30), 40), 42) usw. durch- 
führbar ist und hinsichtlich der Eleganz der dadurdi erm^lichten 
Beweisführungen nicht zu verachtende Voriale bietet. 

Hiermit gelangt eine erüe Groppe unswer YerTollkonimiiiuigB'' 
bestrebungen snm Absehlius. 

In einem ganz kurzen „Abriss^^ der algebraischen Logik, den ich 
plane, gedenke ich den nach Tontehenden Aiuknitungen (veigL Mich 
unten S. 423) Terbesserten Lehrgang zu Terwirklichen. 

Eine zweite Gruppe von auf Vervollkoramnung der Theorie im 
ersten Bande abzielenden Bemerkungen bezieht sich auf die Theoreme 45) 
und 46) des § 19, Bd. 1, S. 420 • • • 424, sowie Bd. 2, S. 33 f., welche 
lehren, wie mit im Sinne Boolo's „vntuickeUcn" Funktionen identiscli 
zu rechnen sei 

Zunächst, — wie wir jedoch sehn werden, blos ,/ormell'* — lassen 
diese Sätze eine naheliegende Verallgemeinerung zu, indem an die Stelle 
der „Konstituenten'' in den Boole'schen Entwicklungsschemata auch 
treten darf irgend ein System von Argumenten (Gebieten, KJasBcn), 
von denen weiter nichts bekannt zu sein braucht, als dnss sie unlct 
skh dis^nH sind. Ffir solche Argumente mögen wir füglich den 
Kamen „KomUiueiiienf* beibehalten. 

Daim aber handelt es sich von vornherein nicht sowol um 
Fonktiionen, welche gemias den Boole'schen Schemata nach jenen Ar- 
gumenten „entwiekell^' zu denken wären, als vielmehr einfacher blos 
um Ansdrfieke, weldie eben inbeang auf diese Argumente litiear uml 

Gedachte Verallgemeinerungeu pi-äsentiren sich in der That als 
die Hfilfi sitae: 

FunkHonen oder Ansdrfleice, wdche homogen linear sind inhezug 
antf ein Sjßkm von di^ii$üdmArguimmlm (den „Konstitaenten'O; Tcönnen — 
gleichwie dm^ Additum, so anch — durdi MuUipUkation „übcrscJiiebend^^ 
(j^ekm^ Superi)o»Um^ verknüpft werden; das heisst: man braucht immer 
nur die KoeffxgUnHien ikrtT ^mämamigen Glieder durch die betreffende 
Rechnungsart zu rerknüpfen. 

Letztere mag man vielleidit kurz ihre „gleichstelligen" oder „korre- 
spondirenden**, „homologeii" Koeffiaieiiten nennen» ^ jeuM, insofern man 
sieh die Glieder einer jtdf^n von den Funktionen nach den Argumenten 
ngecrdnet*' denkt. Ais f^lMnami^*^ sollten hier wiederum nur diejenigen 
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Glieder gelten, welche den Dimlicben Eonstitaenteii, abo dweelbe Argument 
zum Faktor habra. 

Desgleiclieii: mm aciche Funktion kam koeffimentemceiKneffirt werden* 

Iii Zeichen: wenn 

»ff • ♦ • « Jf* a-s • • • SB 0 

ist, hat man, — wie ohnehin 

(ax + by + ce + • ' •) + (ax + /5y + y-? + • • •) =» 
= (a + a)af + (6 + ß)y + (c + y)« + • • 

60 auch analog 

{ax + by + cjs -i- " *)(«« + jSjf + + • • •) — » aax + bßy + cyjs + • • 
und femer 

(ax + by + cg + " — a,a; + b^y + c,if 4- • • % 

Der Beweis ist Tollig analog dem der frOheren Sitae. 

Dae heiest: Fflr den IVodukteneats Jet er su leisten durdi mentales 

Aosmultipliziren nseh dem Distributionsgeeetse, resp. der Multiplikations- 
Tf^rrf^] für Polvnome, unter Rücksichtnahme auf die Voraussetzung'^n und 
das Tautologiegesetz 14^). Bezüjjlich des Batzes über Nentition zeipt man, 
dass der Negand oiit dem angeblichen Negate die ^umme 1 und dam 
Ptodnkt 0 ziditig liefert kiaft der vorhergehenden beiden Sitae. 

In Anbeinu^t daas anch die Boole'schen Eonetitnenien als unter 
sich disjunkt nachgewiesen Wurden, kaxm man die froheren Theoreme 45), 
46) als besondre Falle untw die eben aufgosteUten Hfilfssatae subsumiren, 
welche letsteren aber den Vorzug grSsserer Einfiu^eit besitsen. 

Es lassen sich jedoch auch umgekehrt diese Hfllfisatae als eine 

pariakulaze Anwendung jeuer frfiheren Theoreme hinst^en. 

Denn sollte eine Funktion f(Xj ^, ■ ■ •) na«^ diesen ihren als disjunkt 
vorau^esäztm Argumenten im Boole'schen Sinne entwidceU werden, so kann 
die Entwiekelusg nur die besfiglieh Xf y^ itr, • • • selbst lineare homogene 
Form haben* 

f{xy gf ' • ') ~ ax + by + c£ + • ' 'y 

sintemal durch Entwickehinp von x selbst nach den sämtlichen Argumenten 
leicht zu seigea ist, dass wegen der Voraussetzungen sein muse: 

X — xy^g^ • • y — x^yI^ • * usw., 

nSmlidi jeder Boolesche Eenstitnent, in weldiem «Mir als sm Aifgument 
urm^liri yorkftme, jenen sufblge TerBch winden und aus der Entwidcelung 

herausfallen muss. 

Desgleichen würde sich auch nach andern Schlussweisen die Prämisse 
«y»0 «twschreiben lassen in a" y, oder = xy,, ebenso die jc ' = 0 in 
X'^XM^^ womit auch gefunden ist und so weiter. — 

Hiermit ist auch die Berechtigung erwiesen, den Kamen „Konstituente 
vom Boole'sohen xy^g^ • > • auf unser x selbst zu übertragen. 
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Dio Verallgemeinerung konnte deshalb blos als oine „formelle" 
bezeiciiiiet werden. Weseutlich haben wir nur eine Veremi'aohung des 
Aasdrucks jener Theorem© damit gewonnen. 

Diesen reihen sich nun nocli ein paar Satze an, bei denen ich 
el)euso wie bei den vorisren — nanientli li im Interesse des dritten 
Bandes — Gewicht darauf legen mnss, sie statuirt zu haben. Zunächst: 

Zwei Funktionen, welche nach einem System von solch di^junkten 
Konstituenten „entwickelt*' sind, m. a. W: Zwei honio(/cn lineare J 'oihiionen 
von den n/hnJicJicn disßmJifeii Argnmvntni l'önncn nicht andrrs cinandvr 
gleidi sein, als /»r/rm die (inbezug auf diese Argiim<Mite) <}l('irhnami<jcn 
Glieder für sich javcds einander gleich sind; kurz: einander gleiche 
Funktionen derart müssm gUedwßisc übereinsHmmen. in Zeichen: ist 
aaf -I- 6jf + cir + ■ • . SB! «jp + jjy + + . . 

und sind die d?, • * • wie oben disjnnkt, so mnsa sein: 

Beweis. Multiplikation der ersten Prämisse beiderseits mit x gibt 
wegen = iri^ 0 sofort ax = anc'y etc. q. e. d. 

ümkehrai iBsst sieh der Sets nur insofern, s]s die Oleiehnngen der 
^hauptnng^ Omrseits selbstrerstbidUeh (daidh Überaddizeii) & erste 
FMbnisse gsrentiren. 

Formell mit Bfschränkung auf im Boole'schen Sinne entwickelte 
Funktionen wurde obigen Satzes schon einmal (Bd. 2, 3üU f.) beiläufig 
Erwähnung gf^than. 

Aus der Übereinstimmung der gleichnamigen Glieder kann nun 
im aligemeinen nicht auf die Gleichheit ihrer Koeffsietiten geschlossen 
werden; aus ax = tto folgt bekanntlich nidd, dass a = u sein müsse. 

Wol aber lässt sich diese Gleichbeit beweisen, wenn von den 
Koettizienten a und « etwa noch bekannt sein sollte, dass sie (gleich- 
wie Aussagen) lediglich der Werte 0 und 1 fiihig seien, und wenn 
man ausserdem weiss, dass a: =|= 0 ist. Hier würde nänilieh die An- 
nahme, dass a und a nicht entweder gleichzeitig = 1 , oder alle beide 
= 0 wären, die Annahme also, dass der eine Koeffizient 1, der andere 
dagegen 0 wäre, zu dem Widerspruche a; = 0 mit der letztern Voraus- 
setzung führen. 

Sonach können wir sas?en: 

Wenn zwei Funlditufn f/ r injmhciien nnfer sich disjufdcten und 
von 0 verschudenen Anjmnode ) einander gleich sein sollen, und iccnn 
die Koeffizienten Hirer Eiüwicklung mdi diesen Argutnenkn auf den 

*) Bolohe werden abenns hftnfiifvorkomueiij der FeU liegt nsueBUidi slleniil 
vor, wenn die Ai^gumente nlntftvuhM»** dnd. 
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Bermdk der heOrn Werfe 0 und 1 amgewieeen sind, eo mäesen die 
KoeffiäieiUen der ^eitAnamigen OHeder (reip. einoi jeden EonBtitaenten) 
in beiden Funktionen einedn ObereineHmmen. 

Zwei mit den letsten analoge Sitse gelten sehon Uber die Ein- 
ordnung^ Snbenmtioni swiiolun derartigen Funktionen, nimlioh entene: 

Von »wm (homogenen linearen) JFWitiUtofiefi der nändiiiim dtejurnkten 
Argumenie kann die eine der andern niiM anders eingeordnet sein, eds 
indem die gleiehgesimde (gleicheti'mmige) Einordnnng swisdten je stoei 
^eidmam^en GHedem der eniwiMlen FmkHonen hesM, — gleichwie 
auch umgekehrt selbstTeretSndlidi — gemias Th. 15), — wenn die 
Einordnung swieohen den homologen Gliedern durehglbigig beeteht^ 
auch deren Summen, die EVinktionen im SubBumtionBrerbSltnisee stehen 
mflaeen. In Zeichen: 

Wenn fttr d?« w 0 ist: 

ax + hg + e0 + '-'^ttx + ßy-\-yz+ • f 

so niuss sein nx=^a.r, ^'l/^ßv, f^z^yz, • ■ (sowie umgekehrt). 

Beweis. Denn bf iderseitigps Multipliziren mit x gibt wegen erst- 
erwähnter Voraussetzung axx =^ axx oder ax af, wie zu zeigen war, usw. 

^>iud zweitens die Koeffzh nU n wieder auf das Gebiet der Werte 0 

und 1 beschränkt, die Axinmente idjrr von 0 verschieden, so folgt ans 

der Einordnum/ zuischen den Fmldioneii auch die im selben Sinn fje- 

mmtneiie ziviachen ihren homologen Koefßzierdenf — sowie selbstverstäud- 

licli auch das Umgekehrte zutreffen wird. 

Denn wäre bei ax =^ ax und x ^0 etwa a ^ of, so müsste a = 1 
und « 0 sdn, weil in den drei andern noch denkbaren Fftllen eben a « 
sein wftrde. Alsdann aber fUurte die sehon erwiesene Subsumtion a« ^ 
zu dem Widerqjnuche « ^ 0 mit der Voraussetrang s + 0. 

Eine dritte Gruppe von TerroUkommnungebeetrebungen eteht im 
Dienste des Sataes von der ,,NiMeiMi^fHMfkieH der eweiten Sktbsumikm 
des Diskibidionsgesdse^ — vergl. § 12 des Bd. 1, — flir welche ieh 
im Anhang 4, 5 und 6 mim Beweise erstmab g^ben habe^ ▼on denen 
wenigstens der sweite, Bd. 1, S. 685 ff., sich ganz innerhalb des Rahmens 
der logischen Disziplin selbst hielt und keines extralogischen Substrates 
zu der Exemplifikation, auf die es ankommt, benötigte. 

Die Wichtigkeit des gedachten Satzes beruht bekanntlich darauf, 
dass durch ihn die selbstindige Existenz jmer Disziplin yerbürgt isi^ 
die ich als einen ,4ogücheiL Kalkül mit Chnppen'' oder kurz ab 
ffGrufpeiduMl^ bezeichnete, um sie Tom JdenlAsAen SfoSindf* unter- 
scheiden und diesem gegenfibersteOen zu können. 
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Die beiden Kallraln haben die Prinzipien und Sätze 1) bis 2ö) 
unseres Lehrganges gemein, unterscheiden sich dann aber dadurch, daee 
in jenem das Th. 26), mithin das volle DietribationsgeeeiBE sieht zu 
gelten braoßht, dagegen in diesem gilt. 

Insofern man die Geltung oder Nichtgeltun g von Th. 26) in jenem 
unentschieden liest, kann man sagen, dass der identische Kalkül sich 
ak ein Unterfall in den Gruppenkalkul einordnet, nnd dase alle Sätze 
dieses Gruppenkalkuls, als des allgemeineren von beiden, anch im 
Identiedien Kalkül gelten müssen, aber nicht umgekehrt Nimmt man 
dagegen etwa das NichterfüIItsein des Th. 26^) a(h + c) =^ ah + ac unter 
die Prinzipien des Chruppenkalkuls au^ so steht derselbe dem identischen 
]iUkul abgeschlossen und ihn au8.scliliessend gegenüber. 

Für jenen Satz der Nichtbeweisbarkeit des Tb. 26) aus den yorher- 
g^ngenen Prinzipien und Sätzen unserer Theorie sind nun alsbald von 
Herrn Lüroth, sodann auch von den Herren Voigt und Korselt 
noch drei (oder vier) andere Beweise geliefert oder angedeutet worden^ 
bei denen wol mit einem geringeren Aufwand von Vorbetrachtungen 
das Ziel erreicht wird, und die ich darum, gleichwie im Interesse der 
Vollständigkeit meines Werkes, glaube in Kürze hier aufiiehmen an 
sollen. Ich will sie in der Reihenfolge ihrer seitlichen Succeesion 
nnmeriren, doch ausser der Reihe besprechen. 

Der Beweis 4, von Voigt', p. 303 f. mehr nur angedeutet, im 
folgenden unter seiner Beihülfe naher ausgeführt, gibt uns zugleich 
Yeranhusung, zur Klarung der Frage einer „Inhal tslogik" oder eines 
etwaigen, Bd. 1, S. 100 nur von mir gestreiften^ identischen Kalküls 
mit (idealen?) BegrißainJuüten weiteres Material beizubringen, welches 
yielleicht auch zu den Erörterungen in der „Einleitnng^^ unseres Bd. 1 
und der Ton andern Seiten an diese geknüpften Polemik eine nicht 
unwiditige Ergänzung bildet — Herr Voigt sagt L c: 

„ • • • Dieser** (der ideale Begriflbmhalt) „besteht in der Gesamtheit 

der Merkmale, welche die Objekte, die einen bestimmten Begriff erfUlen, 
geroein baben. Die Logik dieser idealeu BegrlffsinLalte ist aus der elmcn- 
tarPTi Lot'ik ganz auszuscheiden, da sie ihren Gesetien nicht durchaus folgt. 
Ein Kaiiiui der idealen Inhalte wäre em iiruppmkoikul im 8 chröd ersehen 
Sinne, ftr dem also das dritte FHnzip nicht gilt** 

,,Addiren wir z. B. den idealen Inhalt des Begiiffe«:: Rechtwinkliges 
Dreieck, zu dem idealen Inhalt des Begriffes: Gleichschenkliges Dreieck, 
d. h. bilden wir ans diesen beiden Begriffen einen nenen, dessen Inhalt 
alle Merkmale derjenigen Objekte ausmacht, die beide Begriffe zugleich 
erfüllen, so wird der ideale Inhalt dieses Begriffes keineswegs blos die 
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Sonune d«r Merkmale der beidea gegelienen Begriffe eem, eondem der 

Begriff enthält auch Merkmale, die weder dem einen noeh dem anderen 

snkamen, s. B. den, dasa die Hjpotenaae doppelt ao groaa iat als die 

angeliSiige Höhe^ 

„Es w&re in der That, irie Sehr 5d er bemerkt) ein Hjsteronproteron, 
wenn man mit einem solchen Inhaltskalknl beginnen iroUte, und wenn 

Husscrl' ef? dennoch tliut oder zu tbun ^'laubt, so hat das alloin darin 
seinen Grund, dass er sich so „kurz fasst", anstatt ihn wirklich durch- 
KufQhren. Auüalleud ist, da^ Schröder nicht die Bemerkung gema^sht 
bat, dass eine Logik idealer Lihalte eine Gmppenlogik sein mdaae. Er 
bitte dann nfther li^nde Beispiele f&r die Nichtbeweisbarkeit der sweiten 
Suhsomtion des Distribiitioiisgesetses, ab die im Anbang entwickelten« 
haben können." 

Das«; in der That ans inhultslogi^ehen I^etracbtnngen nabeliegende 
„Beispiele'^ zu letzterm Zwecke sich schöpfen lassen, wollen wir za- 
nacbst an der Hand einee andern ebenfalls Ton Voigt mir gelieferten 
Beispiels ausser Zweifel stellen. 

Es bedenie — etwa mit Bescbränlamg auf den Denkbereieb der 
Merkmale TOn ebenen Figuren — a die Merkmale des Rechtecks 

b die Merkmale des Rhombus 
0 das Merkmal „vierfachf*, d. h. in 
Bezug auf vier veracbiedene Aien „symmetrisch'*, — wie es z. B. das 
Quadrat ist in Bezug sowol auf seine beiden Dias,'0!Talen als auch anf 
die bnden Winkelhalbirendt u dieser; wogegen der Bbombns nur in Bezug 
auf jene, das Hechteck nur in Bezug anf diese symmetrisch ist, beide 
also blos „giveifach'* symmetriscfe sn nennen waren, — ein Merkmal, 
welches d heissen möge. 

Da das Rechteck mit allen vierfach symmetriscben Figuren nur 
die Eigenschaft gemein baboi kann, in Bezug auf Jfwei Axen symme- 
triacb zu sein, so bedeutet ac nicbts als dieses Mearkmal, welches wir d 
genannt haben. Dasselbe d bedeutet aucb hCf denn auch der Rhombus 
bat mit einer durchweg 'beliebi<fen yierfacb symmetrischen Figur niohts 
als dieses Merkmal gemein. Also stellt «neb ac 4- he^ als eine Tauto- 
logie d'\'dj nur dieses Merkmal d vor. 

a + 6 di^egen bedeutet den Merkmalkoraplex, der allen denjenigen 
Figuren zukommt, welcbe die Merkmale des Rechtecks tmd die Merk- 
male des Bbombus in sieb Tereinigen*)! d. b. es bedeatet die Merkmale 
des QmdrakB* Da die Tiei&eke Symmetrie e zu diesen Merkmalen 
geborty so bedeutet also (a + d)c nur eben dieses Merkmal c 

*) WetuLhiinH Htebi nicht» im Wege, dem Symbol a + 6 hiemächst Bolche 
Deutung zu gebün. 
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Nun ist offenbar das Merkmal e der yierfachen Symmetrie mcbt 
dem d der zwei&chen Symmetrie eingeordnet (sondern urugekelirt, und 
diese umgekehrte Einordnung ist hier eine wirkliche Unteroidnong). 
Aleo gilt die Sabmmition {a + Vje^ae + he hier nieht, q. e. d. 

Um diese wol unanfechtbaren Überlegungen beweiskräftig zu finden, 
sdieint mir der Nediwd« deeh nnerlSttlieh, dua diejenigen ^^mipien, in 
denen der identtsclie EaUnil mit dem Qmppenkelkul flbereuutimmt, anch 
wirklich Geltung haben f%b: die vorstehend adoptirten DeatntigeQ ton Ein- 
ordnmig, Produkt und Summe iweier Merkmalkompleze. 

Ein Merkmalkomplex g war hier eingeordnet genannt einem Jlcrkraal- 
konjplex //, wpnn sich jedes Merkmal des ersteren unter den >rerkmalen (Ips 
letzteren vorfmdet. (Der Subsumtion g '^h würde also entsprechen die 
umgekehrte Snbanmtion zwisehen den ümflngen der Begriffe, die duroli unsere 
Merkmalkompleze bestimmt sind.) Trifit aueh das Umgekehrte so, d. h. ist 
sowol g als h ^g, so besteht zweifellos Idontitlit zwischen den beiden 
MprkmalkomplexpTi , d. h. es bfistebt hier unsere r>ef. (l) der Gleichheit, g — h, 
zu Hechte. Ebenso müssen offenbar Prinzip l g^^g und II: Wenn f'^g 
und g'^hf so ist auch f "^fi^ allgemein gelten. 

Femer musste der Merkmalkomplex 0, welcher sieh in jedem Merkmal- 
komplex mit Torfinden soll, bei nneingesdiranktem Denkbereieh als völlig 
leer vorgestellt werden, — dem Begriff „Etwas" entsprechend, — bei Be- 
sduHnkung des Denkbereiches, s. B. auf die Merkmale ebener Figuren dagegen 
als dieses Merlonal selbst, e&w zu seiTi, während 1 den Komplex aller er- 
denklichen, — darunter auch kontradikiurisch entgegon^'cäetzter — Merkmale — 
irgendwelcher oder br/.w. ebener — Figuren bedeutet, — dem Begriffe des 
Jüdehts** entsprechend. Dann sind die Formeln (2) erfBllt 

ff-¥h sollte sodann bedenten den Merkmalkompleze der allen deigemgen 
Figuren gemeinschaftlioli ntkommt, die sowol die Merkmale als aocli die h 
besitzen, und dieser wird gebildet uicht nur von den Merkmalen 7 nnd h 
selber, sondern auch von allen denjenigen Merkmalen, die nach den Axiomen 
der Geometrie aus der Vorbindung dieser beiden Merkmalkomplexe g und h 
hinzufolgen. (Der Umfang dieses Begriffes g + h wftre in unserer Umfangs- 
logik als das identisehe Produkt der den Begriffen g nnd k einieln sukommenden 
ümi&nge zu beveichnen.) Evident ist nun hieraus, dass wenn ^ + A ^ f ist, 
dann auch g'^f und h^f sem muss. 

Kfineswegs ohne weiteres einleuchtend erscheint dagegen die nmgekehrte 
Behauptung, dass so oft g^ f und h ^ f ist, auch n + h =^ f sem müsse. 
Der Komplex f könnte in der ihai zwar die Merkmale g und h für sich 
umfassen, aber irgend ein weiteres Merkmal anssdhlisssen, welches weder 
ans ff allein, noeh aus h allein, wol aber ans der Verbindung beider anfgrond 
geometrischer Axiome hergeleitet werden kann und somit som Komplex g -} h 
gehört. Und zwar ist dies möglich, so lange man sich den Merkmalkomplex f 
ganz ad libitum zusammengesetzt denkt Wird nun aber der Denkbereich 
auf die den geometrischen Aiaomen unterworfenen Merkmale der ebenen 
Figuren eingesohrilnkt, so wird auch f entweder euMn solchen Merkmalkom' 
plez vorstellen, der einer ebenen Figur wii^di sukommen kann, wonadb 
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sodann letstere Figur, falls sie die Merkmale g und h besitzt, auch alle die- 
jenigen Merkmale mit umfassen wird, die aus der Verbindung beider folgen, 
d. i. alle Merkmale des Komplexes g + A; — oder f bedeutet »inen Komplex 
von Merkmalen aus unserm Denkbereich, welche, als nach den geometrischen 
Axiomen mit ei n and e r unverträglich, keiner ebenen Figur gleichzeitig zukommen 
können, und ist dann bieor mit 1 su bezcielmm, da man ans dem in ihrer 
Unverträglichkeit liegenden Widerspruch noch jedes andere erdenkliche Merk- 
mal hinzugefolgert deulien kann (vergl. Bd. 2, I, S. 18, Z. 13 v. o.), sodass f 
alle Merkmale des Benkbereicbos umtasät; und dann gilt nach (2) selbst- 
verständlich ^ + A =^ 1 neben ^ 1 und A =^ 1. 

Für die angegebene Deutung der Symbole treffen somit auch die IVo- 
ponitionen (3) zu. Übrigens eneheint hier nur die von mir sogenannte 
„extensive Schreibung" mit der „intensiven" vertauscht, — vergl, BcL 1, 
S. 623, — d. h. OS haben ^ und 0 und 1, Produkt und Summe, jede 
Proposition und deren duales Gegenstück, ihre Bollen gewechselt, — wobei 
indes Inhaltsprodukte bisher hier nicht zur Sprache gekommen. 

Sollte d^8 inhaltslogiaefa« Produkt gh in gleicher Weise das GegeustCick 
sein rar lamfangslogisdien Summe, so wttre ersteres ra definiren als deijenige 
Heikmalkomples, welcher allen den Figuren gemeinsam ist, die den Merkmal- 
komplex g oder den h besitzen. Anders im Voigt'scben Beweis. Hier be- 
deutet g'h nur das wirkliche „identische Produkt*' der beiden Morkmalkom- 
plexe, den Merkmalkomplex, den g und h gemein haben.*) (Vergl. Bd. 1, 
S. 627, Fuflsnote.) Sdbstrmtibidlieh werden dann die formaloi Fosderong«! 
unMrer Def. (3^) sich arflOlt erweisen: (f'^g) (f^h)^ (f'^gf^)- 

EigelnuM dieser Überlegongen ist also, dass in der That das 
Yo ig tische Aper^ beweiskräftig ist fttr nnsem Säte der Nichtbeweis> 
barkeit des DistributionsiaiKeBi und dass an der Hand der Betraehtong 
idealer Begnflkiiibalte naheliegende „Beispiele" (,/$mcial tests*^ gefunden 
werden können. 

Wegen der Dentui^f, welche Voigt dbm Produkt sweier Begriffe bei- 
legt, ist der Voigt'sche Kalkül mit idealen Begriffsinhalten allerdings nur 
ein Gruppenkalkul ; dprsn!hf> 'leckt sich aber auch aus dem gleichen Hrunde 
keineswegs mit demjenigen inhaUslogisclieu Kalkül, auf welch'-n ich Bd. 1, 
S. 100 anspielte, der sich durchaus als „identischer" Kalkül darstellt, auch 
mit der vollen Geltnag des Distributionsgesetses, lediglich unter dnrdi- 
gftngiger Yertausehung der „ratensiven^ minder „ertensiven** Sebretbuug, 
gemäss der liekannten Thatsache, daSS mit einer Einordnung zwischen swei 
Begriffsuni fangen stets die entgegengesetzte Einordnung zwischen den zu- 
gehörigen Begriffsinbalten parallel geht. Darum ist es wol auch nicht so 
„auliaücnd^^, wie Voigt meint, dass ich die bewusste Bemerkung nicht ge- 
macht habe, da diese Bemerkung nur fllr den Voigt'scben Inbaltskalkal 
zutrifft, nicht aber fttr den meinigen. Dem Toigfschen Tnhaltskalkul 
jedoch würde eine wichtige, für die Wiseenschaft wie für das gemeine Benken 
gleich unentbehrliche Operation abgehen: die Operation, welche aus iwei ge- 



*) Hiera auch die Amnerkong des Hemusgebeis am Schlüsse des Bsadea. 
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gebenen Begriffen a und b den Begriff „was a oder b ist" ableitet. Dieser 
Begriff, ohne ZuhHifenahme von Umfan^sbetracMmgenf dfirfte oboehin jeder 
Inhaltslogik Schwierigkeit«!! machen.*) 

Nun Docli «in Wort über die Frage: mit welchen BegriS^iuJi alten denn 
eine exakte Logik, ein Kalkül, aufzubauen wäre, wenn nicht mit den „uieoic-n" ? 
Hit den letzteren lebnt sie neben Hexm Voigt L e. wutk Herr Hnsserl' 
p. 255 sq. a limine ab, und so seheint das Hjateron-proteron, das mit ihnen 
in die Logik Eingang fände, allseitig zugegeben. 

Den Inhalt z. B. des Begriffes „Kreis" (in der Euklid'schen rSeometrie) 
bilden diti Merkmale des Kreises. £s trägt sich blos, ob alle, ob nur einige 
Yon dessen Merkmalen, und daim welche? 

Diejenigen Merkmale, welche dem oder jenem Denkenden als VonteUnngs- 
gehalt seines Kreisbegriffes gerade eben vorschwtjben, habe ich den faktischen 
Inhalt des Iltgriffes „Kreis" (fiir diesen Denkj-nden in diesem Augenblick) 
genannt (Bd. 1, S. 83). Ich denk*' krin r; Widersprach gewUrtigPu zu 
müssen, wenn ich es für ausgescklu^seii erklare, diesen wechselnden und 
wol meist gar nicht einheitlioben Merkmalkomplex als Substrat fOr logische 
Untenndiiuigen hinsustellen. 

Nun würd von andern Seiten versucht, den fraglidien Begriffsinhalt cin- 
zuschriinken auf den Komplex dtM-jonigen Merkmale, welche in einer be- 
stimmten, zugrunde gelegt gedachten ,,/)c//;<;7t<>n" des Kreises „liegen*', wie 
z. B. in der Definition Bd. 1, ä. Hl s^., wo als wesentliches Merkmal unter 
andern die Gleichheit der Radien gefordert ist 

Dann kann man doob nnmflglieh von dem Inhalt des Ereisbegriffea 
I. B. das Merkmal aiis.schliessen, dass irgend zwei Radien nicht von einander 
rcrsehiedrn seien! Und ebensowenig, meine ich, irgend ein andres Merk- 
mal, welches ans dem in der Definition gegebenen Komplex denknotwendig 
oder logisch j ohne Berufung auf spezifisch geometrische Thatsacheu, folgt, 
aneh wenn dieses Merkmal in der Definition mßhi ausdracklich erwlümt ist. 
Dergleichsii an thnn, tdeoe ja geeadezn: an dem Bnehstaben dar Defimlion 
kleben und die Logik in Abhlngigkeit setzen schon von der Grammatik! 

Wird aber dies zugegeben, so ist, })eilaufig bemerkt, schon für weite 
Gebiete den Begriffen gerade dasjenige als ihr „Inhalt" gesichert, was ich 
ihren „idealen'^ Inhalt ntjune, nänüich für die Begriffe der rein deduktiven 
Dissii^sii, der Logik, Arithmetik und hUhsni Analysis. 

In einer Dissiplin hingegen, die wie die Oeometrie nodi obendrein mne 
aziomatische Basis hat, könnte man allodings bei den bisher besprochenen 
Merkmalen halt machen und so von dem „Inhalt" des Kreisbegriffes will- 
kürlich jedes Merkmal aus«!chliessen, welches, obzwar allen Kreisen gemein- 
sam, wie z. B. das von der Gleichheit der Peripheriewinkel, die auf demselben 
Bogen stehen, ledigUdi mittelst geometrischer Axiome ans der Definition ge< 
folgert werden kann. Allein es wtre doch allem Usus in Wiawaschaft und 
Lebei^ /.u widerlau fond, zu sagen, diese Gleichheit der Peripherie winkel sei 
kein Merkmai des Kreises. Warum also sie, nebst unzähligen andern Eigen- 

*) Aunerkong dee Heransgeben am Schloese de» Bandes. 
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iichtftaii vom Inhalt des VMabegriffes aasteUiessen? Jeden&Ui mfisste 

ein solches Verfahren Weiterungen venirsaehon wie die, dass man „zum 
Begriffe des Kreises gehörige" Merkmale des Kreises von den „ausser- 
begTi£Qichen"(I) Merkmalen desselben zu unterscheiden hätte; und dem 
Hy stofop p totttfon ontgaht nun aiit diflMgn Weiterangen dennodi nidit. Oder 
wollen mir vielleicht die Inlultfllogiker die Fnge beamtwortem, ob unter 
Zugrundelegung der obigen (fid. 1, S. 87) gcwSlmlicben Kreisdefinition — 
das Merkmal: eine „überall gleichartige" Linie zu sein, (deren jeder Teil 
in ihr selbst verschoben werden kann ohne Änderung an Gestalt und Grösse), 
ob dieses Merkmal dem in ihrem Sinne beschränkten ,^halt'' des Kreis- 
begriffes angehört oder nicht? Eine loldie Frage rar Entachttdnng ra 
Ivingen, erfordert ja wol eben schon die guue Kunst dee Sdüleeaene, deren 
Theorie die Inhaltslogikor gleichwol anf die Betrachtung solch sweafslhafter 
„Inhalte^ erst gründen wollen. 

Der Beweis 5 von Korselt* nimmt die Euklidische ßaomgeometrie 

zum Substrate: 

Es mögen a,o, r, . . . oder anch p^, . . . , ^j, ^j, . . . , c^^ ^g, . . • 
„Patmehynenk'', d. h. Punkte, Geraden, Ebenen, 0 das Nichts, 1 den 
ganzen Kaum bedeuten. 

Eine Subsumtion a =^ 6 heisse gleichwie im Gebietekalkul über- 
haupt: Das Haumelement a liffjt in dem Raumelement h. 

Dagegen bedeute a • b das in a und h enthaltene Element höch^er^ 
ö -f 6 das a und b enthaltemle Element niedrigster Dimension. 

Die Anschauung zeigt uns, dass die formalen Gnmdiageu 1, II, (1), 

(2) und (3) erfüllt sind. 

Die<? bedarf noch besonderer sorgf^tiger Überlegung nur hinsichtlich 
der zu {'3) gehörigen Subsumtionen 

was Herr Korselt nicdit «nsHÜnt 

Als selbstrecstlndlidi erfQllt kfinnen audi diese beiden I^rmeln gelten 
in dem Falle, dass eines oder mehrere der drei Baumclemenfe a, 2», e den 

Wert 0 oder 1 besitzen sollten. Desgleichen, ^rnnu a = i> ist, da aa und 
a + n den vorausgeschickten Definitionen zufolge die Bedeiitnng a haben 
vverdeu. Endlich ist auch, wenn das eine Kaumelement b im andera a 
liegt (b=^d), 

b die Bedeutung von ah | a die Bedentang yon a + h 

und die Gültigkeit imserer Subsumtionen wiederum ohnehin ausser Frac i , 
(da dann die Thesis blos einen Teil d^r Hjpothesis wiederholend statuirtj. 
Es bleiben noch die Fälle durchzugehen, wo n und h als Punkte, Gerade 
oder EI>oueu ^^useinanderUe^m^\ einschliesslich der i^uile, wo sie — - als 
Geraden oder anch Bbenen einander schneiden. FlUe der FaraMlage 
Ton Baqraeleinenten a und h sind dabei den Fällen des NkSiUeimtidm» bei- 
suz&hlen, insofom das „unendlich ferne" Sefanittgebilde im Yorliegenden 
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Denkbereicb gar cicbt exütirt, und somit auch kein im Sehnitligebilde „ent- 
haltenes Element höchster Dimension", kein Produkt nh-^ wogegen bezüglich 
des durch a und h bestimmten und ,,beide enthaltenden Raumelements 
niedrigster Dimension", d. i. bezüglich a + dieselben Fälle des ParaiieUs' 
«NM mit danaik d«g Schneidens stusamiiMmr&ikgireii werden. 



Ist a ein PudU »vaserhalb 6, 

(welches ein anderer Punkt oder eine 

(rerade oder eine "Eb(^n(i sein mag.) 
so muss c, um in a und h zugleich 
enthalten sein zu können, selbst = 0 
sein; dann gilt aber c >^ ab kraft (2). 



Damit ist links vom Mittelstri 



Iii 



Ist a eine Ebene ausserhalb fr, 

(welches eine andre Ebene oder eine 
Gerade oder ein Punkt sein mag, 
jene beiden die Ebene o schneidend 
oder auch nicht schneidend), so muss r, 
um sowol a als 6 enthalten sn kOnnen, 
— 1, lüinilidi der gaoxe Baum sein, 
und dann gilt a + b ^ c kraft (2). 
der Punkt) rechts die Ebene als sa- 



lässige Bedeutung von a und b abgcthan. 

btellea a und b zwei einander 
nicJä sclineidendt (und auseinander- 
gelegene) Baunelemente tot, nSmIIck 
entweder zwei windsehiefe oder auch 
swei parallele Gerade, oder auch eine 
Gernde und eine zu ihr parallele El)ene, 
oder endlich zwei piiriillele Kljeneu, 
SO muss c, um in beiden zugleich 
Hegen zn kennen, wiedenun = 0 sein, 
und dann gilt C '^ab kraft (3), und 
flbrigens auch kraft I, da auch ab 
hier 0 bedeuten wird. Somit bleiben 
(links) nur noch schnittige ßaum- 
elemeute in s Auge zu lassen. 

Sind a nnd h swei sckneidende 
Geraden, oder «ne Ebene und eine 
sie schneidende Gerade, so stellt ab 
deren Schnittpunkt vor, und c muss, 
um als ein „Kauinelenient" in n und 
b zugleich liegen zu können, (sotem 

e niät 0 ist,) eben dieser Sehnitt- 
pnnkt sein. Dann gilt e kraft I. 

Bind endüdi a und b zwei schnit- 
tige Ebenen, so ist ah die Schnitt- 
linie beider. Hier muss c, um in a 
und b zugleich enthalten zu sein, auch 
in dieser BdinitÜinie liegen als dem 
geometrisehen Ott^ dem Libegrüf der 
den beiden Ebenen gemeinsamen Punk- 
te, ^ mag r nun 0 sfdn oder) 
einen Punkt (der 8ebnittgeradenj oder 
eine Gerade (diese Schnittgerade 
selbst) bedeuten: es muss c ^ab sein. 



Sind a und b zwei windschiefe 
Gerade, so muss c als beide enthalten- 
des Raumelement der ganze Baun 1 
sein; desgleichen ist dann auch a -f 6 
^ 1 und es gilt a + 6 ^ c kraft (2) 
und I. 

Sind a und 1) zwei einander 
Schneidende oder auch zwei parallele 
Gerade, oder eine Gerade und ein 
Punkt ausserhalb, so stellt a + & die 
dadurch bestimmte Ebene vor, und c 
mnss, um a sowol als b zu enthalten, 
als ein „liaiunelement" entweder selbst 
diese Ebene oder der ganze Eauiu 1 
sein, so dass a-^h'^c nach I oder 
(9) güt 

Sind a und b zwei yerschiedene 
Punkte, so stellt a •¥ b deren Ver- 
bindungsgera de vor. Dann kann c, 
worin beide enthalten sein sollen, kein 
Pnnkt nnd andi ntdit 0 sein. Eine 
Gerade, Ebene oder ein (E nkl id'sdier) 
Raum dagegen, der beide enthSlt, 
wird immer aueh deren Verbindungs- 
gerade bntbalten, und es nuiss a -\- b 
=^ c für die genannten drei Bedeu- 
tungen Ton e zutreffen. 
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Dan Tuisere AufidUniig*) der Möglichkeiten eine vollständige ist, wird 

man leicht erkennen, und somit ist die Geltung der Satze (3), mithin sämt* 
lirher Grundlagen der Theorie, niin für Herrn Korselt's PenVbereich ver- 
bürgt Es gelten daher auch alle in Bd. 1 auB diesen abgeleiteten SätzOf 
und insbesondere die erste Sabsiimtion des Distributionsgesetzes: ah + ac 
(» + «). 

Nim MMn PvPt,P9 TvnekiadMie PunUe eiiiiir Chnden ilao 
Dann uit 

A(ft + A)— AP — A» AA + AA — 0 + 0 — 0, 

also 

A(A +PiP» +PiP*t 4- e. d. 

Dar Bewflia 3 Ton Lflrotli^ nimmt da« Qebiet der natOriidMn 
Zahlen smn Sobstrat nnd yenraidet die aritfamstiadien Reehnangsaiten. 
Es sollen die Buehstabensymbole ^ Yt " 't Pt 9j " ' positiTe 
ganie Zslden, die Null zngelassoii Yorsiellen. Sodann sei eine ^^Klasse^ a 
ebensolcher Zahlen definirt als die Gesamtheit aller Zahlen, (der 
Elemente dieser Klasse a), die dnroh eine bestimmte Linflavfbrm 

dargestellt sind, worin die Koeffizienten a, /3, y, • • A beHtluirnt ge- 
geben und für alle Elemente der Klasse a dieselben seien, dagr j^n n die 
Konstituenten Pi Q, ^ ' • ■, ^ zuTiächst unbestimmte Zahlen oder 
meter vorstellen, denen einzeln nnd luialdiängig von einander die 
Werte 0, 1, 2, 3, ••• der Reihe iifKjh l)pizuleL!;' n «ind, wenn mau sämt- 
liche Elemente der Klasse a bilden will. Uieee Elt iiiente sind hiemach 
neust 0 die Zahlen a, j^. y, • • • l. sodann deren Vielfache, endlich alle 
Zahjpii, die durch arithmetische Addition aus zwei oder mehreren unter 
den genannten Elementen, oder überhaupt aus ii^^end welchen Elementen 
der Klasse a entstehen. — Wahrend somit die p, q, • • • innerhalb 
einer Klasse von Element zu Element ihre Werte wechseln, sind die 
für alle Elemente einer Klasse konstanten, erst von Klasse zu Klasse 
sich ändernden a, /3, • • • für eine Klasse a charakteristisch oder be- 
stimmend"; die Klasse kann auch durch (ce, ß, y,- ' • X) bezeichnet W( rdt?u. 

Beispielsweise wird (3, 2, 0) dio Zahlen von der Form 3p + 2q -\- Gr, 
also die: 0, 2, 3, 4, 6, • • alle Zaklea ausgenommen 1 entbalteU| die 
Klasse (0, 3, 0) oder (3) die YialfiKhen 0, 3, 6, 9, -von 3, die 
Klasse (i, 6) die Zahlen 0, 4, 5, 8, 9, 10, 18, 18, 14, « • • und von 15 
ab aUe Zahlen iuMfa—ftii. 

*) Die Anf^Uduig wftre wd duehBenifuiig auf gewisse geoaefcdseihettlM von 
aOgemeüMNr Nalnr ((Iber Baundemente, deren Sehnitlgebilde nad Bestinunangs* 
stttcke) ersetsbar, wddie n finnuliMn aber hier nidit fBr meine Aulgabe halte. 
SoBBtoBi^ Algato» dMT Lofllt. & n. S7 
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a=^b bedeute, dass die Zafdm der Klasse a auch aUe zur Klasse b 
gdiären. Daxm werden die Aussagen ffl =^h nebst 6 und „a = b" 
einsnder gegenseitig bedingen. Ferner folgt aus a ^ 5 und b ^ c 
auch a=^c, und die Klasse (0, 0, 0, • • •) oder (0), welche blos 
die Zahl 0 enthält, ist eingeordnet einer jeden Klasse a, und jede 
Klasse a ist eingeordnet der das Zahlengebiet selbst repräsentirenden 
Klasse (1, 1, 1, ) oder (1, 0, 0, • • •) oder (1), so dass die Klaesen (0) 
und (1) hier die Moduln 0 und 1 unserer Theorie yertreten. 

ab sei die Klasse der Zahlen, welcfie gleicluseitig die durch a und b 
verlangte Form haben; a + b dagegen enthalte alle ZaJilen, die dmeh 
(arithmetische) Add/^im eMer Zahl der Form a mu einer der Form b 
entstehen. 

,,T>ass (lio 7X1 a + b gehörigen Zahlen eine Klasse in <5em hier defi- 
nirten Öiune bilden, ist leicht zu sehen." Die allgemeine Form dieser 
Zahlen int nämlich die arithuietiscbe Suminä der a und b reprfisentirenden 
beiden Linesrformen, naeMem man die EonstitaaitMi i?, q, •*• in der 
einen von beiden Ldneaarformen, wenn nötig, dnrdi neos in der andern 
nioht vorkommende Parameterbuchstaben ersetzt hat. 

,^er Beweis, dass auch die zn ab gehörigen Zahlen eine Klasse bilden, 
der nicht so einfach ist, sei der Kürze wegen fortgelassen." Derselbe wird 
nfimlich leicht erbracht werden speziell für die Klassenprodukte des nach- 
herigen ausschhggebendea Beispiels, ist also im ftbrigen hier entbehrlidi.*) 

Ist dann e^a und e^b, so ist auch ab, und umgekehrt 
Und igt a^e vnd h'^e, so ist aaoih a + h^Cf da e die Elemente 
Ton a und diejenigen von h mthi gleiehieitig enthalten faum, obne 
andi die dnreh additiTe Vereinigung der Md&wü^e» Elemente zn ge> 
Winnenden ZaUen mit an um&eien. Endlich ist auch selbetverstitaidlieh 
a c und h'^c, wenn a + b^e, und die formalen Grandgesetae der 
Theorie sind hiennit eiflÜIi 

Sei nun a-a(3) die Blasse der Zahlen von der Form Zp, die 
Eiasse der VielfiMlien Ton 3 : 0, 3, 6, 9, • • feiner b ^ (2) die der 
Zahlen Ton der Form 2q : 0, 2, 4, 6, • • der geraden Zahlen, endlich 
c-= (5) die der Form 6r :0, 5, 10, 15, dann ist a+6-= (3)+(2)=(3, 2) 
die KUsse der Zahlen Yoa der Form Zp + 2q: 0, 2, 3, 4, • * aller 
ganxen Zahlen Ton 0 an aufwärts, ansgenommen die Zahl 1, — 
worunter auch die Zahlen der Eiasse e — (5) sich befinden; es ist also 
e^a + h, (5) (3) + (2), oder auch (a + 6)<?«c, (3, 2) • (5) = (5), 
d. h. die Klasse (a + 6)c wird gebildet von denjenigen Zahlen, welche 
augleieh TOn der Form 3p + 2^ und Yon der Form 5r sind, was bei 
allen der letaten Form zutrifit Andererseits sind die Zahlen a6»(3) (5), 

*) Anmerkung des Hetanageben, un Schluata des Bandes. 
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welche sngleiGh YielfiMd» von 3 und Ton 5 amd, (3) • (5) ^ (15) 
Tiel&elie toü 15, gegebtn dvich die aUgememe Form 3j9 • 5r 15<^ 
die Zablen 5« — (2) • (5) « (10) duroh ^q-br^lOt, und die 
«6 + 6« — (15, 10) durch 15f +10^ — 5(3« + 2i!):0, 10, 15, SO, 
die mMi eriiSIt ab BÜnlbehe dvr Zahlen (3, 2), — alle duieh 5 teil- 
harvn Zahlen mik Ananahme der Zdil 5 adbsL — Eben weil hier die 
Zah] 5 in (15, 10) oder ac+he fthli beaw. sieht die Fona 15^+ lOi — 
hei ganien poüiiTen Wertm Ton b nnd i — heuhik, in (5), e oder 
(a+h)e dagegen rertnien ia^ gehSren awar alle Zahlen der Klane (15, 10) 
anoh der Elaaae (5) an, oder ea iat ae + he^{a + fr)«, — wogegen 
aber daa nmgekehrto nicht der Fall iat: ea gQt die ante, aber nieht 
die aweite Snbaomtion dei Dietrihntionageaetaes. 

Herr Lüroth achiekte aeinem Bewda die Bemerinoig vonna: 
„Nachdem ich erkannt hatte, daas die üngOltigkeit dee Diatribntiona- 
g iae t a ee bei dieaem^ (dem einen Tom Verfiwier gegebenan) „Beiapiele 
dadurch bedingt iat, daas a + ( nicht nur die Indindnen der beiden 
Klaeaen a and h entiialt, Bondem muh fiocA anim, war ea mir leicht^ 
noch ein&chere Beispiele zu komatruiren.^ Mit dleaer Bemerkung ist in 
der That der Kernpunkt der Frage gekennzeidhnei 

Herrn Voigt Terdanke ich noch folgende auf dieien Kernpunkt 
besflgliche Wahrnehmung, die geeignet erscheint, die Auffindung von 
noch weiteren derartigen „Beispielen^, die sich als Snbatrate fttr den 
Gruppen-, aber nicht den identiachen Kalkül empfiBhlen, allen&IlB au 
erleichten. 

Theorem. Mit der sweiten Snbeumtion dea Piataributionag e a c t M a 
26^ (a + 6)e^ae + ft6 

ist auch äquivalent der Satz: 

c ^ a + 6 folgt (^aiigemein) c =^ ac 4- oder, aussagen- 
reclmerisch dargestellt: 

{{a + b)c =^ ac + bc\ = {{c a b) =^ (c + bc)\ 

Beweis. Ist utmlich c a + 6, somit c — (a + fr) so ergibt sicli 
unmittelbar aus C^ae-^be — dnroh Einaeteea links — auch die Sub- 
sumtion 26^.). 

Und gilt umgekehrt diese, so wird aus c <^ a + ^ oder (a + 6) c c 

auch e^ae + he folgen, — q. e. d. 

Den ersten Teü des Beweises ksan man auch nach Voigt so iBhren: 
Folgt allgemein c^oc + ftc aus e-^a + d, so folgt auch aus der 

nach Th. 6^ selbstvaratindlieheii fiubsamlum 

(a + &)c^a + (. 
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mtm (a + h)e die Stell« das e dar Yonnmt^asang Twiritt, 

was sich aber nach dem Absorptionsgesetz 23^ vereini'acht /.u 26jJ. 

Hieniadi Inrauofat man also, tun fOr ein gmppr nlügisches Beispiel 
die üngtUtigkeii der zweiten SulNnuntum des Distribationsgesetees darzuthun, 
nur ein c naobzuweisen, des in einsm a + & enthelton ist, olme doch in 
ac + be enthalten zu sein. 

Von verschiedenen Seiten sind mir anch noch andre Mauaigfaltig- 
keiteu zur Beurteilung vorgelefrt worden als Versuche, damit etwas 
auf unser Thema bezügliches zu beweisen, und ich glaube, ohne eine 
Indiskretion zu begelion, der äache dienen zu dürfen, indem ich die- 
selben nitiiiliait mache. 

Als Denkbereioh 1 betrachtete Hurr Voigt die Maunigfaltigkeit aller 
KreisÜächen der Ebene, — den Punkt, in welchen ein Kreis degeneriren 
kann, mit nigelassMi, — so dass also ein ,,OeHet^ wie a, &, c, ... stete 
die Innenflflolie eines Kreises vorstellt. Als ab wird der ffrösgte Kreis er- 
klärt, der sowol in a als in ( gelegen ist, und die 0, falls a und b keinen 
Punkt gemeinsam haben, — als a + & der kleinsfr Kreis, der sowol den a 
als den h urofasst. Die beideu Ausdrücke ab und a + 6 tiiud damit ein- 
deutig bestimmt, und zwar, sofern sie nicht 0 oder mit einem der beiden 
Kreise a und b selbst zusammenfallen, als BerOhrkniste von diesm beiden. 
Die Geltung der beiden Assoziationsgesetze, sowie der ersten Subsamtion des 
Distributionsgesetzes lilset sich dann an interessanten Figxiren nachweisen, 
desgleichen di^ rngültigkeit der zweiten Subsumtion dieses Gesetzes. Allein 
hier treffen, wie leicht zu sehen, auch schon die beiden Teilsätze unserer 
Definition (3) 

(3^)' (c ^ a){c =^ 6) 4 (c ^ ah) \ (3J' (a < i^ih ^c)^{a^h^c) 

nicht allgemein zu, während die umgekehrten Subsumtionen (3^)", (3^)" 
allerdings selbstverständlich gelten. Die Betrachtung ist somit für unsem 
Zweck nicht beweisend. 

Nftbme man ftlr 1 den beschränkteren Denkbereiob aller der Kreis- 
flleben (der Ebene), die ihren Mittelpunkt auf einer bestimmten Geraden 
(in ihr) haben, so würde zwar (3) volle Geltung erlangen, zngldch aber 
aueh das volle Distributionsgesetz mit seinen beiden Subsumtionen. 

Erhebt mnn zum Denkbereiche die Mannigfaltigkeit aller Strecken 
einer festen Geraden 1, diese „Strecken'^ im landläufigen Sinne als ein- 
fach ansammenfa&ngende, kontinnirliche Punktgebieie oder „Innenstrccken" 
auffassend, — und definirt man ah als die grösste sowol in a als in 
6 liegende Strecke (wo nicht 0), a -i- 5 als die kleinste sowol a als ^ 
enthaltende Streckei so stimmt ah mit unserm ^^identischen Produkte'^ 
▼öUig überein, wogegen a + 6 die identische Summe'' Otbertreffen wird, 
sobald die Strecken a und b anaeiiiaiiderliegen, nnd 2war um die sie 
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tranneBde ZwueheoBtreekOk Hier gdtou sunSduit alle fomialflii „Chrnnd- 
lagen'' des Grappenkalkob^ dagegen nicht das ToUe DiitributionBgeiete. 
Denn renteht man nnter a nnd h swei anaeinanderliegende (disjonkte) 
Strecken nnd unter e eine innerkalb a + ( gelegene, welche s. B. mit 
a einen (echten) Teil ae (ihrer edbst), mit h aber nichts gemein hai^ 
80 wird (a +b)c = c, dagegen ae + 6c » ae + 0 « ae Ton e TerBchieden 
anafallen. — Ich wiU diese sehr bequeme Exemplifikation nach ihrem 
Urheber als den 

Beweis 6 yon Eorselt registriren. 
LSast man nmi aber mit Herrn Korselt als „Gebiete*' auch ^Anssm- 
strecken'* zu, so wird obendrein zwar der Bi^friff der yegatioH anwendbar 
und jedem Gebiet ein Xegat in Gestalt von dessen Tlrgänzung zur ganzen 
Geraden zugeordnet. Auch kann man hei den Dpfinitionen von ab und 
a + b den Begriff des ,,grössten" oder „kleinsten" Gebietes beibehalten in 
dem Sinne, dass jedes unendliche Gebiet, also jede Aussenstrecke für „grösser" 
erklirt wird, als jedes endliehe Oebiet, iL i. jede Iniieiistreoke, dass ftnier 
von zwei Aussenstrecken diejenige als grösser gilt, die Ton der ganzen Ge* 
raden das kleinere Innenstück übrig lässt. Wie leicht zu sehen, trifft dann 
zweite Subsumtion (\m Distributionsgesetzes häufig niclit 7m. Allein es 
gellen auch schon die beiden oben erw?ihnten Teilsubsumtionen (3)' nicht 
mehr allgemein, und überdies wird sowol ab als a + b in gewissen Fällen 
äteeidaUig, — in solchen nftmlieh, wo a eine Lunenstrecke, h ein» Aussenstreeke 
vorstellt nnd die Endpunkte der einen Kit denen der andern besw. denn 
Ifitte ^Bunetrisdh liegen. 

Um die Torliegende Gmppe von VenroUkommnuugsbestrebnngen 
zum Abschlaas an bringen, liegt es mir endüch noch ob, über eine 
Bemerkong tob Herrn Korselt zn berichten, die mir Ton ihm brieflich 
zn diesem Zwecke vorgelegt wnrde nnd die Frage betrifil^ ob nicht bei 
AnfirteUnng der Gmndlagen des idontieoheiL Ealkak die g^weilige Frds- 
gebung des DNoltsmM^ wie sie in miserer sechsten Yorleeung^ Bd. 1 § 12 
sieh aufgedrängt, yermieden werden k5nne. Es handelt sich darum, 
unser ^ydrittea'^ Prinzip, das ich in dualistischer Hinsidit unsymmetrisch als 

formnlirt habe, zu ersetzen durch ein symmetrisches, mit dessen Hülfe 
sieh dann ebenfalls das volle Distributionsgeset» beweisen liessCi — 
nnd zwar ohne Argomentiren anf Individnen oder Punkte unserer 

Punktgebiete. 

Diese letztere Einschränkung, (welche Herr K r ^ 11 nicht durchweg 
berücksichtigt, so dass ich nur von einem Teile seiner iMitteilungen Gebrauch 
machen kann), ist unerlSsslich, wenn die Beweisführungen überhaupt in den 
I^hrgang unseres Bd. 1 passen sollen. (Vollends Beweisführungen, bei denen 
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auf die Unianoibeidiing von endUehen und unendlichen Systemen resp. Klassen 
einzugehen wäre, müssten wol als Hysteron-Proteron bezeichnet werden.) 

Als ein Sonderfall des Prinzip« lU^ w«r Bd. 1, Seite 2d4^ Anm. 2 

henskä heKTOigehobon das Ftixutip 

ni; (»c — 0)(& + c^l).i^ {a(ft + «)^aft + «c), 

— worin a(h + c) auch kürzer durch a ■ 1, = a ersetzbar, und ich hatte 
dabei bemerkt, dass es nicht gelinge, mit diesem einfacheren Prinzip 111° 
selbst in Verbindung mit seinem dualen Gegenstücke auszukommen. 
Dieb ist nunmehr dahin zu berichtigen, dass letzteres doch ^^elingt. 

Erheben wir nämlich in Anlehnung an Herrn Korse! t zum dritten 
Prinzip den Satz 111'^ liebst dualem Gegenstück, nüiulicii dass 

Wenn bc = 0 und 6 + c = 1 ist, 

m;. a(h + c)=^ab + ac | UIJ (a + b)(a + c)-^a + bc, 

oder weil unter den gegenw&rtigen YonuiMetrangen 

wo dann die Subsumtionf n ncht» rhand, weil als rückwärtige ohnehin 
gültig, die Kj-aft von Gleiehuiigeu haben, so lassen sich die Beweise 
der Sätze 29), 3-^^) und 34^) nebst Zusätzen aus ni° geuau dual ent^ 
sprechend denen der Theoreme 29), 33+) und 34 J in Bd. 1, S. 300 und 
308 f. gestrilten, wo das Prinzip HI®) ausreichte, und hier kann dann 
der Beweis der De Morgan'schen Theoreme unverändert wie in 
Bd. 1, S. 352 angeschlossen werden. Setzt man jetzt der Einfachheit 
halber 

a(b + c) ==• |), ab + ac ==' q 

eo gUt naoh 2b^) ohnehin q^p, oder nach löj, (^x) und (^x) 

^' 9Pt^ PP,^0, qp,^0. (y«gl wich 88J1) 
Ferner iit mlblgo 36) 

nnd, bei wiederholter Anwendung des ZnMtMi sa 88^), lowie nnoh dO^ 
nnd 

2 +ft «6 + ac o, + 6,c, = a, + 6 + c + 6,«^ a, + 5 + c + <^ — 1 L 

Ans dem damit gewonnenen Ergebnisse 

, 2P, — 0, fl+i», — 1, 

zaBunmengenalten mit 

PP, = 0, — 1 

ergibt dann aber daa Th. 29) 

q=Pf q. e. d. 
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Diese Ableitung dee Distaribntionsgesetsee bat den YortoU, daae 

die Dnilittt ftbenll erhalten bleibt AlleidingB eind dasa nnter IIP 

£wd Prinzipien Mi%eetellt, die aucb wirUieb beide unentbebrliefa 

aeheineiL*) « 

Statoirt man das Prinzip m? diobt vor dem Th. S9X m laasen aidi 
auch für dieses 

99) (ad 1- ae - 0) (a + ( * « + <; - 1) i< (» » c) 

noch zwei einander dual entsprechende Beweise geben an Stelle des früheren 
Bd. 1, S. 300: 

Es ist nach dm YonrasaetBoogeii ¥00 29) und dem Sdiema UP 

(b + a)(b + c) ^ b ^ ba + bc 

(c + a){c + 6) == c = ca + c6, 
ergo b = c. 

Aneh dieser Verbessening soll in dem oben Seite 406 erwähnten 
jyAbriaa*' Beohaiuig getragen werden. 

§ 51. Zum Kapitel der symmetneoU oUgemeineii Iiöemigen. 

Unbeschadet der sonstigen Zwecke dieses Werks kann der Leser 
gleichwie den § 21 des Bd. 1 auch diesen Paragraphen überschlagen und 
braucht darauf aUenfalls erst dann zurückzukommen, wenn im firitton Band 
auf die cinschlftgigen Untersuchungen — nebenher, blos der Heuristik zu- 
liebe — verwiesen wird. Wer sich jedoch etwa in selbstthätiger Forschung 
an noch nngeUete ,|AiiflBsttng8probleme** im Gebiet der Algebra der Belattve 
wagen soUte, dfiifte dieses Kapitel gelegentlich mit Vorteil zurate ziehen, — 
wie mir denn auch auf diesem Felde die hiemächst weiter zu f&hrenden 
Vorarbeiten thats&chlich gute Dienste geleistet Imbpn zur Entdechmg zahl- 
reicher Sätze und Problem-Lösungen, welche dann freilich im dritten Band 
auch ohne Bezugnahme auf den heuristischen Gang verifiziert oder bewiesen 
werden. 

Zunächst ist behufs Vnuollhojnnmung des in § 24 Gebotenen den 
Lösungen zweier dortiger Aufgaben noch eine bessere Form zu geben. 
Sodann sollen im folgenden noch weitere Aufgaben gelost werden. 

Bei Aufprabe 12 (desgleichen auch 14) und lö 1. c, wo es sich 
um die symuietrisch allgemeine Bestimmuiig zweier Unbekannten x, y 
handelt, die eine gegebne Forderung zu erfüllen haben, wurde z,war 
jeweils das allgemeinste System von Wurzeln richtig aufgestellt, welches 
in symmetrischer Weise der Aufgabe genügt, wobei die Unbekannten 



*) Anmerkung des üeiAUBgebers am Schlüsse des Ü&ndea. 
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dnndi (mindestens ebenso viele) anbestimmte Parameter ansged rückt 
wtxtHL Dabei erscheint aber noch als Misntaiuly dus man jene Werte 
oder AuedrOcke, welohe für die anbestimmten Parameter eiDgesetst 
werden mttssen, wenn man ein bestimmt gegebenes Wurzelpaar Xj 
aus ihnen erhalten will, entweder für die Anwendungen im Gedachtnias 
behalten oder so, wie sie sich 1. c angegeben finden, nachschlagen 
mass. Und schon ans diesem Grande yersteht sich die Anforderung: 
die Ausdrücke für die symmetrisch allgemeinen Wurzeln y so ein- 
soiichten, dass jeder Unbekannten ein eigener Parameter, dem x ein ti, 
dem fß ein als sogenannter „wesentlicher^^ Parameter entpricht, und 
dass man, «m k-ffand em gewünschtes Wundpaair x, ff m erhaUm, nur 
Zf V =»y sdbst mt setzen habe. 

Diese Anfordemng wird sich bei den in Bd. 8 behandelten Auf- 
gaben andi noch anderweitig motiTiren; sie wird dort von mir, weil 
sie keineswegs im Begrifi' der Lösung selbst gelegen, als die ffAdvmOV' 
forderuiitgf* beseiehnet. Sie ist auch bereits bei den Iidsongen. der 
lihrigen Aufgaben des § 24 erfüllt, nur bei den Torhin genannten noch 
zu erfüllen. Zuvor sei blos noch bemerkt, dass wenn im Ausdruck 
der Wurzeln neben den „wesentlichen'* unbestimmten Parametern noch 
andre vorkommen, diese letztern als „unwesentliche'^ oder „Luxas-Para- 
meter'' beseiehnet werden mögen. Solche bleiben unter allen Umständen 
willkfirlich and können unbeschadet der AUgemeinheH der lÄkmgen be- 
liebig spenalisirtiy z. B. auch ein jeder für sich gleich 0 oder gleich 1 
angenommsn werden, — wie dies sogleich an dem nachfolgenden sich 
illustriren wird. 

Aufgabe 12. Nach y die Gleichung 

1) «sr,+*,ir — C 

symmetnscii allgemein zu lösen. 

Ich will die Lösungen erst augebeui dann Terifiziren, zuletzt ihre 
Herleitung skizzirea. 

Die Auflösung ist: 

(c^ + r)u9 + (c + + c,s«,» + «»•tt^ti, 
(c, + r,)«!» + +(c + s)w,« + cr,w,i;, 
cr,iM> -»- €|S,»e, 4- (e + S|)u,e + + rj^«, 
eruv -f (c + + e,s,i»,tf + (c, + r)i«,v,, 

wo u, V die wesentlichen, r, 5 die Luxusparameter vorsteUen. 

Beweis durch Verifikation. 
Erste Probe, auf die BkkUg^ der angehlickeo Losttqgen 2) bei be- 




I 61. Zum Kapitel der Bjnuuetnscb aUgemeinen LöBongeiL 425 

Uebigen u, r, $, — dvreli Einsetzcai der Werte S) in die Gkiehung 1), 
sthnnil* 

«y, *ijf (er + cr,)tit> -f ctiv, + eu^v + (er + cr,)f»,r, «= 
» c(ti» + «V, + M,t? + u, V,) c. 

Die Ausdrücke 2) liefern mithin, wie immer aucli die Gebiete oder 
Klasseu v, r, s bestimmt werden mögen^ stets nur richtige Wurzeln 
der Gleichnng 1). 

Eine eweite Probe öoil aber noch die Vollständitßeit unserer Lösung 
des Problems erweisen, also darthun, dass die Ausdrücke 2) una auch 
aUe Wurzelsysteme der Gleichung 1) liefern. Zu dem Ende stellen 
wir uns unter x, y Jetzt irgend ein Wertepaar vor, welches die Glei- 
chung 1) oder 

1') c{xy + X, y,) + c, {xy, + a:, y) =- 0 

erfüllt, und denken uns ferner r, s irfrendwie fixirt. Es ist zu zeigen, 
dass es dann jedesmal ein Wertopaar u, v überhaupt gibt (also min- 
destens eines) derart, dass auch die Gleichungen 2) erfüDt sein werden; 
d. h. dass uns für dieses Wertepaar tt; 0 unsere Lösungen 2) das ge- 
wünschte Wurzelpaar Xf y liefern. 

Prinzipiell, behufs Erweises der Vollständigkeit unserer Lösungen, 
müsste zwar blos die Existenz solchen Wertepaars t4, v dai^ethan 
werden, wie verwickelt auch dieses durch die gegebenen x und y sich 
Miedrücken mag. Der AdyentiTfordenmg gemäss wird mm aber 

tt <-> d?, 

selbst ein solehes Weitepaar sein müssen. M. a. W. durch Einsetsen 
des letztem müssen sich die beiden erstm Gleichungen 2), ans weldien 
die beiden andern durch Negiren folgen, kraft der Yoraiisietsimg 1) 
oder l') als identisch eifUIi erweisen: 

« «■ (c, + r)apy + (c + s)«y, + c^ix^y + «raf,y, 

y — + + ^•»«y» + (« + + ^^f^y^ 

Lftflst man hierin die Glieder fort^ die kiaft V) ohnehin Tsnchwinden, 
nadidem man die Summen c^-^ff + r„ e + 8 in + er^ + cvp 
e-¥e^9 umgeschrieben, so bleibt zu leigen, dass 

as — a;(c,y + cy,), y = y{c,x + cx) 

sutrifft^ was nun aber mittelst Addition von 0 rechterhand, d. h. durch 
Hinzufügung geeigneter Glieder, die kraft V) eben&lls yersehwinden, 
sich äquivalent umsetzen liest in 

X — x{cy + c,y + cy, + c,y,) = a; • 1 — 
y — y{cx + c^x + Cä, + c,a?,) = y • 1 = y 

und sich in der That augenscheinlich bewahrheitet, q. e. d. 
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läne dn/tk Probe, iiSiiilieli die PMIiitig vmmt LSnmgeii 8) anf 
die Sjfmmäne besfl^ich der in der t^blemsteUmig 1) sidiMigen Yer 
tanBdumgen erledigt rieh eo. Die Oleiehnng 1) bleibt nogeuidert (oder 
gebt niir in eidi eelbst Aber) doreb die fblgenden dm Sjiteme TOn 

Dieee aber, mit 

(tt, v)(m„ r,), («, tJ,)(M„ ü), (u, u,)(t;, r,) 

nnd 

beeäi^cb Terbunden, fEÜsren allemal das System 2) unserer Lfisongeii 
nur in sich selbst Uber, wie man fast mühelos naobaielit. 
Von den Bd. 1, S. 614 gofundenen LOsongifiirmen 

0 — cre; + |}e, jr — «c^ + ftc 

aus konnte idi die LOsnngsformen 2) sjstematiSGh entdecken, indem idi 

7,nnHchst — was etwas mühsam ist — aus den vorstebpuden beiden Gleichungen 
in Verbindung mit l) das Symbol c climinirte; aus der Resultante 

hernach « oder ß elinunirmd gelangt man sn den Gleiehnngen 

»,jr.« + «|f«,-0, af,|f jJ + a?ir,ft - 0, 

deren AnflQiiing nach «r, ß 

« — «V + «(» + |f)i + + 

die aUgemonatan Werte Migt, welche ftr die Fanuneter tiy ß m setcen 
sind, wenn man ein beatinuntes Paar Ton Wurxeln y erhalten will 
Wird in diesen mm u ftr x und v ttae p geschrieben, so ergibt sieb durch 
Einsehen in (lio frflhere Lösrinfr^form notwendig eine solche, welche auch 
die Adyenüviurdcruiig erfüllt, uämlich ^wemi nodi vollends nach den v 
entwickelt wird,) unsere LiisuDg 2). 

Dien kann mm freilich noch vereinftidit werden, UHune man a. B. 
« » r, so klme 

r« + (r + u)(e^9 + ce,), 
fß I« »(er, + c,r ^^e^u■h ci*,) + c,ri» + cr,ii|, 

nnd fthnUch ftbr « » r , 

« — «(er + c, r, + c, t> + cej + «,r,e + «re„ 
ir-r,t; + (r, + t;)(c,M + CM,); 

noch einfMdier hfttte man ffir r, 5 gleich 0, 0, resp. 0, 1; 1, 0 oder 1, 1 
die STSteme der LOenngen: 

y — M,t; + c^u 
-14, (et? + c,t;,) 



3) 



st — u{c^v + CV,) X ^uv^^\■ c^v b — + ce, 



jr — «e + c», 
«, — «I + ce + e,e, 



— ii,e, + ce p, = + c,f>, 
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und auf «bendicfle wird nwn auch geflUirt, vmm man die Werte der 
Lnzusparameter r, ■ flberhaiqit irgendwie aue der Grappe der Werte «,» 0, 1 
anflwShlt 

Jedes von diesen Systemen ist oine Darstellung der allgemeinsten 
"Wurzeln der Gleichung l) (nnnmehr ohne überzählige Parameter), welche 
inbezug auf die wesentlichen Parameter u, v der Adventivforderung genügt. 
Alleia es eiveheiiikt die Sjnunetrie in denselben nun dermaeeen iwUUlti 
dass man, wo es auf die Wahrung solcher ankommt, besser tlmt, die 
Löeungsform 2) und damit die Lnxnsparameter beinibehalten. 

Aufgabe 15. Die aUgememsto Gleichung mit swei ünbekannteit », y: 

4) axp + hxfß, + cx,y + dx,y, = 0 

nach diesen symmetrisch allgemein ao&alösen a&ter der Vorauseetzung, 
daee die Eesultante ihrer Elimination 

fi) ahed 0 

erfftllt sei — Bd. 1, S. 515 • • - ■ 519. 

Auflrisung. Das allsjemeinsto, auch der Adyentiyfordenmg ge- 
nügfflide System von Wurzeln ist gegeben durch 

«-={«, + (d,r + cr^)d)uv + [b, + (a,s + ds^e)uVf + 

+ (6, + a,s + ds,)cu,v + {a^ + 6,r + cr,)du^v^ 
ff — {a, + {br + c^r,)d]uv + (c, + a,8 + ds^uVf + 

+ + + d$j)b]i$,v + (a, + dr + c,r,)rf«.v, 
/ — {ä, + hr + c,r^)auv + (c, + as + dff^buv, + 

+ { c, + (a» + d,$^)b\u,v + {d, + (hr + c,r,)a)i»,o, 
^1 W + + cr^)auv + { + (as + d^s,)c)uv^ + 

+ (6, + M + + i <^ + (6,r + cr,)a ) 

wo f», 0 die weeenÜiohen, r, s Lnxosparameier Torstellen. 
Bewflii. Hiemit wird, znnSchst ohne Rücksicht auf 5) 

ax y = Ouv + abcds^tii\ + abcds^u^v 4- Ow,», 
hx y, = ahtdrrn^ + Ottv, + 0« ^ + aöcrfr,«,«, 
cx^y = abcdrur -t- 0?/??, + O?« r i- ahcdru^v^ 
da;,y, = Ouv + a^ctifsuv, + a&c(2st4|0 + Ou,v,; 

mit Rtlöksiclit anf die Beraltante Tendhwinden also alle vier Anfdrflciw 
identiaeh, d. h. ea Btimmt die |,Probe l**^ oder unsere Fonndn 6) 
liefern nni etots richtige Wnneihu ,,Ph>be S*: Sei jetrt y irgend 
ein Fuur tob Wnrzdu^ fttr welche die Qleichung 4) Ton Tomhereoi 
ezfUlt Iii Falls es llberluiapt ein eolehee gibt, so gilt dann auch die 
Oleiehmig 5). Dann mnss gezeigt werden, dass ftr« — d^i»«— ydie 
beiden «nten Gleichnngan 6) sieh bewahiheiten. Setst man aber x 
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fBr y für « m 6) mn, so kommt \m x 6m dritte imd naie^ bei jf 
das sweito imd vierte Glied wegen 4) in Wegfiü], und bleibt 

a?™ {a^ + a{b^r er^)d]xy + {b, + h(a,s + ds,)c]xy^ = x{a^y + h^y,) 
y » j a, + a(6r + c,r,)rf} a;y + { c, + c{a,s + ds^)b } = y{a,x + c.a:,), 

WM durch Ilinzufügung kraft 4) verschwindender Glieder übergeht in 
X = x(a^y + ?>,!/, I + axy + bxy, = xy + xy^ =^ x ' \ 
$ y(a,« + c,«,) + ajcy + —< + jr,y 1 • 

mitbin sieh als ricbtig erweist. 

Wae endlich die Prflfmig uueier Ltangen auf die Symmetrie 
betrifil^ ^0 fnhzen die nachstebenden fünf Systeme Ton Vertanscbimgen 
(— und nur diese — ) swischen den Ünbekannten unter sich und den 
Koeffizienten unter sieh, ndtigen&lls verbunden mit den dahinter 
stehenden Yertensehungen swisehen den F^iametom, (^eiehwie die 
Gleichung 4) nebst 5), so auch das System der LSsungen 6) nur in 
sich selbst surfiek: 

y,)(P, c) (m, v)(u„ t?,)(r, r,) 

y,){^,f y)(a, 0 (m, v)(s, s,) 

{x, rr,)(a, c){b, d) (u, u,)(r, s,)(r„ s) 

(y, y,)K ^)iCf d) (v, v,)ir, s)(r„ s.) 

y,)(«, c) (u, M,)(t;, r;)(s, s.) 

Aus den m § 24 ppfimdenen Lösungsformen waren dio obigen 6) 
leicht zu gewinnen vermitteist der nach Bd. 1, S. Ö19 nahegelegten Sub- 
itttatioiiMi: 



1) 



Statt dessen hooitts man freiHeh auch den gaaien Horleitangsweg dse f S4 

von vorne gehen, indttn man nur statt der dortigen Lösungsform der Auf* 

gäbe 12 die obige 2) benutzte. — Unsere Lösungsformen 6) verdienen 
aber jenen frilheren gegenüber den Vorzug schon wegen der grösseren 
Einfachheit des Ausdrucks, and weil sie mit einem Parameter weniger, mit 
dersn vier statt fünf, auskiommen. 

Xehnen wir wie oben die fibenähligen Parameter r, s auf jede 
m6(^ohe Weise gleich 0 oder 1 an, so faritfe natOrlich abermals erheb- 
liche YereinÜMlnmg ein, und ergeben sieh die uachstdienden rior be- 
merkenswerten LOsangsformen: 

ja; = (n, + cd)uv + (i, + crf)«f', + (6, + d)cu,v r + c)du,v^ 
^ 1 y =» (a, + c^d)uv + 6(c + d)uv^ + (pd + c^u^v + (a, + i^du^v, 

. p -« (a, + €d)uv + {a^c + 5,)t<e, + («, + h^cu^v + (a, + e)du^v^ 
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iQ\ ( « — («t + + + + + + (<». + y «^w,«», 

^ If (», + ><0«*« + + ^««1 + (P^ + + («I + l>)äu,v, 

- p == (a, + b^d)]^v + {a^c + b,)uv^ + (a, + 6,)cu,ü + (a, + Z>,)rfM,», 
\yi^(a, + hä)uv + (a, + e,)buv, + (a,6 + c,)«,» + (a, + fe)rftt,v„ 

deren jede die gleiche Aligemeinlieit wie die 6) bt uusprucht. In diesen 
erscbeinen freilich gewisse Eoeffizienteupaare^ uäoüich c, d\ resp. a, c\ 
bf äf a, b, bevorzugt. 

Zudem verdient aber noch nie Heihe von Spezialisirungen unserer 
Er>j:ebuju8Be herrorgehoben und für den Qebrauoh soreoht gelegt su 
werden. 

Excmpel 1. xy =^ a. Lösung; i£ = u{a -i- V^), y ««• «(a + 
(Man setze in 6) er, fiir a und 0 für ft, c, d). 

Damit sind auch die sjmmetrisch aligemeinen Lösungen von 
axjf = 0 gegeben als: x «■ «(a, + »,), y « + u^, 

Exempel 2. x + y=^a. LÖBung: x^au, y = av. 
Ezempel 3, (zugleich Aufgabe 13 des § 24, Bd. 1, S. 515). 
«jr»-& LSsong: « = <i + ut;„ y = a + »,t>. 

Exempel 4. « y » o. Ldemig: x ^ a(u 4- v^), y « a(u, + v). 
Exempel 5. xy^ x^y =^a. LOfiug: 

x = UV -f (« + 6-)wü, + a,su,r = (a -f + v)u H a,st;M, 
f/ = i- a,s«i?, + (a + s)«,» = (a + s + u)v + a^suv^ 

= + (« + + "i'f^i = «,.s,r,M + + + 

y, = (a + + a^s^u^v + u^v^ = a,s,M,y + (a + + M,)t7, 

Speziell för « « 0 oder 1 bat man die Iiösungafonneii: 

x^(a + v)u, — a,r, + «„ p»t» + a,«, + 
y«(a + i»)«, y, — + lyi»f; + a,«, y,— «,(a + i*j. 

Exempel 6. Zu ojy, + d^y » also x^ay^ + a^y, y « ax, + a,2:, 
fieÜBrt uns 6) die obigen Lfismigeu 2) der Angabe 12 wieder. 

Wird iai den vmi letateii Exempeln mir f, v mit y^ v, yertemMsht, 
10 selmbt man mm dem angegebenen x louid y, aneh leieht noch ah 
die LdBODgen der Anfi^ben xy + x^y^ =4 ^ ~ ^ 

Exempel 7, (zogleidi Angabe 14 in Bd. 1, 8. 515.) 

xy =- a, a;,y, =» 6, wo aZ> = 0. 

Ana der yeroinigien Gleichnng 

(<S + h)x9 + (a + 6)(«y, + «,y) + (« + 6,)ar,y, — 0 

ersieht man, welche Einsetzungen in Schema 6) genmeht werden mftsseiL 
Man findet als Lösungen, die, im Gegensata an den in § 24 angestellten, 
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nim auch der Adventivfordemng genügen werden, nach nicht un- 

interessanten Zwiichenreehnnngen, unter Berfickuehtigiiiig auch dar 
Besnltante ab, a oder a,6 h: 

gmma + hf («t», + r (tt + »,) ) , «, =■ J + a, + r,(u, + ») } 

y — a + 5,{i*,© + r,{», + tf)), y, — ft + a,|iii», + r (» + t>^J . 

Ezempel 8. — 0, a; + y » 1^ oder « = y,, jp, — 
jvy + «,y, — 0, gibt 

iT — i»9, + r(ii + «^-i y,, y-««|9 + r,(i», + «) — ir,. 

Ezempel 9. ax^h + y, wo 6 =4 a oder afi » 0, gibi die 
veremigte Oleichung: 

a,xy + ah,xy, + x,y + hx^y, 0, 

und damit gemäss 6) nach geringer Rechnung die Lösung: 
«. ^ + aup + («, + + II,»), y — a{uv + + »,«) + 6«*,«', } , 

ab deren euifiHshefee Form vir — fOr « 0 — haben: 

s^h + auv + a,(wv, + m,»), y = a{uv + bu^v^). 

Damit wird — wegen ab •^»b — in der That 

ax — a(P + uv) « 6 + auv d y. 

Ezempel 10. apy»a, h^x + y gibt 

a,a:y + aa;y, + ax^y + (a + i)a:,y, — 0 

und anent: 

— (o -t- 5r)tiv + + an,« + (a + &r)ii|«, 
y — (« + ftr,)«» + a«9, + n,» + (a + hr^)u^v^, 

also einfiMsher: 

j === « + «t>, + ?>(m + ic, = ßt, { M,o + (fc, + r^ ){u, + v) ) 

1^ = a + M,i' 4- 6(m, + i;)r„ y, = «, { «it), + (6, + r)(M + t),) ) . 

Die Torstehenden Problemlösungen thun oft gute Dienste. Nicht 
minder die nachfolgenden, die ich neu hinzufüge, — mit der in Bd. 1, 
§ 24 begonnenen Num^irung der Aufgaben fortfahrend. Die Aufgaben 
sind durchweg Auflösungsprobleme mit einer beliebigen Menge Ton 
Unbekannten und sind jeweils so eingerichtet dass sie keine Besuitante 
liefeni. 

Sofern dabei Indizes f&r die in unbestimmter Anzahl, ja in end- 
licher oder auch unbegrenzter Menge Torkommenden Unbekannten x^ 
(wo z. B. il = 1, 2, 3, • • ') gebraucht werden and man sich nicht ent- 
schliessen will, dieselben als obere Indizes zu setzen, thut man gut, 
statt des dann unbequem anzuhangenden vertikalen den horiiontal 
abergesetiten Negationsstrioh sn verwenden. 
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Einar Uabekaimien soll immer ein imbeslimmtes Gebiet 
de wesentlicher PttFuneier entsprechen, ünd alle LSsongen sollen der 
j^dventiTfbrdenmg" genügen derart, dass nun ans ihnen ein gewünschtes 
System sBx(X ^1, 2, 3, • • •) Ton Wimehi der Aufgabe durch die si- 
moltaiuii Annahmen 1» 2, 3, • • •) erhili 

Aufgabe 16 (Erweitennig von An%. 1 3 des § 24, Bd. 1, 
S. 499). 

Probe 1 . n,x, = iIiU,2?A - -na«2 ' = 0. 
Probe 2. Ist U^^a 0, so folgt i?^^! 1 — und folg- 
lich x^S^S^'^x^l^Xf, 

Die Symmetrie des LosongssystemB ist evideni 
Aufgabe 17. UiXx >^ <l (Ezweitemsg der yorigen.) 

Laeong : — + i;,«,), «a «i + «^«V 

Wie leicht zu sehen, stimmen beide Proben. 

Dass auch Lüsungen mit noch mehr Parametern aufgestellt werden 

können, zeigt z. B. die Annaiiiue a ^ ^i^i; l^t sich die Aufgabe 

ansetaen als; 

« 

and man entdeckt unschwer imtcr Berufung auf Aufg. 16 die Lösung 
* 1 - hßi + May -2,(6, + Ä x^ - 6jj(5ji + y) + 6,^^ + JI,*.«, 

worin die or^t / willkttxüoh. 

Unbedingt stunmt hier die Probe 1, und andh die Probe 8 bei der An- 
nahme y ! , ^ ßi ~ »t 

Aufgabe 18. ^i^^i^i ^ ^k^i^t 

Lösung: Xi = Ui{ä^ + E^fi^Jb^* 

Probe 1. Es wird Ej^a^^Xj, = Zj^a^^Uj^ • E^a^ ^4 '^k«*^«- 
Probe 2. Ist die Aufgabensubsumtion erfOUt, so folgt: 

mdem wegen 

hierin der lebte Addend nm den Torhergehenden TOfmehrt werden darf; 
dann findet sich aber reidiis Xi mit i oder 1 mnltiplizizl 

Die Herleitong ist hier sehr leidit su bewedstelligen; es ist nBmlich 
nadi (8^) gestattet, in der Anfgabensvbsnmtion das 8ununena«ieh«i linker« 
band wegsidassen, so daas folgt: 

«a«a ^ ^»f^nK od« «a -€ «1 + S^t^nK 

Aufgabe 19. E^^a^h^^ Ej.aj^Xj.. 
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Dia Löeimg irt: 

«a — »2 + -Zvi^A • + 
wo beide Proben stiniiiien; die erete, indem sieb leiebt 

beraanAellt, die sweiie aof den enten Bliek| indem f&r u^^x^ der 
ktiEfte Term nnaeieB yersebwindet 

Üm ra leigtti, wie andi solche Anheben anfgrund des IMberai oft 
schon nyatcmatiich geUtet werden kSnnen, kcntraponiren wir die Aii^be ist 

lTi(a2 + 50-^JIa(5;,+5,), 

woraus ersichtlich, dass nach dem Schema der Auigabe 17 zunächst der 
allgemeine Wert des Fiktors a^ + ^^i angebber isL Za dmn Ende mnas 
des dortige Pridikat a durch die redite Seite hier ersetct werden, ansser- 
dem aber, nm die Adventivforderung zu wahren, das dortige m^^ hier durch 

+ ü;i, — gleichwie die dortige Unbekannte X]^ hier vertreten erscheint 
durch + r^. Dies gewährt uns zugleich den Vorteil, dass m dem sich 
ergebenden Ausdrucke filr + keine Eesult&nte der Elimination von 
9i mebr sn berücksichtigen sein wird. Man findet 

WO c nur für dou Augeublick zur Abkflrxung dient, und hat nun als* Lösung 
nach X einer (ileichung n + ^' °" c, deren Besultante ac — 0 schon erfüllt 
ist, somit der Qleichung acx + cx = 0: 

» c'tf 4- (ä + c)% — c + ä«. 

Es folgt somit 

wie oben angegeben. 

Aufgabe 20. Uj^a^x^ — Z^üj^bj^. 

LöBung! Xi — i7|,(ö, + üj,) • Z^Ayi, + £^a^h, • »i + «aS^. 

Probe 1. a.x^ =- i7,(ä^ + ö^) • + £^a^K ' ^i^^i^i = ^rOA, 

weil ZT^a^ * '^wa^dy — S^atA ^ hernach die HxagUi mit dem 

ITg zu 1 ergänzt. 

Probe 2. Ist die Ao^bengleioiuuig ab Yorsawetnug eiÜUU^ so 
muB8 sem 

indem das ento Glied reehterba&d Tersdiwindet und alsdaim bleibt: 

was durch HerYorhebung des dem Werfce k w A entsprechenden Gliedes 
der £^ leicht an Terifisiren ist 
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Gefanden habe ich die LOenng, indem ioh die Aui^bengleusliitng reolits 
auf 0 braehtfli, aus ihrem Polynoma blos die Glieder hervorhob, welche ein 

bestimmtes x-^ und dessen Negai .''^ j.wxn Faktor Laben, — ohne im Ansatz 
der Koeftizienten dieser beiden Symbole ibre tautologisi lio Wiederholung zu 
scheuen, — und endlich die so gewonnene Gleichung nach bekanntestem 
Sdiema nach auflöste, reehMumd alle Xj^ durch die entsprechenden 
ersetaend. 

Jeder Versuch, zur Lösung dieses Problems die bereits ermittelten 
Losungen der beiden vorhergehenden Aufgaben EU benntsen, scheint dagegen 

in einen Zirkel z.u fuhren. 

Der Ausdruck unserer Uubekannten Xj, ist von der Form 
«/J + jjy + yd - (« + y)(y + ß)iß + d), 
wonaeh auch deren Negat x,^ in Shnlieher Form 

ay + yß -v fö == (a + + ,+ d) 

leicht hingeschrieben werden kann. 

Eine beachtenswerte Vereinfachung des Ausdrucks für tritt ein 
in dem Partikularfalle des PruLIems, wo alle h^^X sind. Alsdann 
nämlich zieht sich der Koeffizient mit dem aus der vorhergehenden 
stammenden zn 1 znsammen, und es ergibt sieh 

— »a + iT„(»» + »«) • -^v», 

uIh die symmetrisch allgemeiue Lösung der Gleichung 

Aufgabe 21. Beliebig viel au einander disjnnUe Cbbiete auf 
die aUgemeinste Weise zu bestimmen. (Erweiterung der Aufgabe 8 
des § 24, Bd. 1, S. 509). Die LSsungen Umten: 

= Uj {7j »3 «4 • • • + U5M4 • • 

a;, =» ölUjüg • • • + UjMjWjM^ • ■ 

Hier wird in der That x^x^ = 0, sobald L Und wenn x^x^, 
x^x^ d%«4y •••ir,a;,, ist^ so muas anoh 

Xi = x^x^SfS^ . . . .f £^XfX^x^ . . . =s x^XgX^S^ • 

sein, indem das Eweite Glied Tersohwindet^ sodann wegen Xi ^ auch 
x^S^ «I, ete. sein wird, u. s, w. 

Aufgabe 22. (VeraUgemeinemng der Bd. 1, S. 608 fbr « 3 
geldsten Angabe 7 des $ 24) 

x^^x^x^ ■ x^ + x^x^x^ • • • X, + • • • + X^S^x^ • • • Sc^^^x^ = 0. 
Svnfton. Alg«bi» 4m Loslk. an. M 
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Auflösung. Wendet man auf x^ als Unbekannte das wolbekannte 
Schema 

(ax + 6« — 0) (of — fti + 5») 

an, so entstellt 

acj = ^iCxji, + TjO-, J-^ . . . + ' • • + Tg • • • 5„_, r„) + r, (r, + + • • -xj, 

und wenn man rechtorli.'ind die x durch arbiträre Parameter n ersetzt, SO 
hat man schon nvit diesem ersten Schritt unserer Methode für die erste Un- 
bekaimte die gesuchte Lösung, — woraus sich die Werte der übrigen Un- 
bekannten nacli der Symmefaie abwArnben lassen. Das 8|fstem der all- 
gemeinen Wnneln ist mithin: 

+ «» + ••• + «„) + "sO^ + - + 

?l-«,5,5%-..5,+ Mi («8% + 1^1*4 + «.»4+ ••+«»«-l»« + M|W| 

it — • • ■ Ä, + «i(i«i«<a + iii»4 + «^«4 + • • • • 

+ «.(«h«! + «1«! + ««iKt + ' • • + «»-fS-l + «lifi • • • «,.t). 

Der Bildung der Ncgationeu liegt der leicht erweisliche Satz zum Gruude, 
dasB die K^ation Ton 

O^äi^ •••«„+ a^a^ä^ • • • + • • -f Oiä, ■ • ä,_ia,, 

nämlich 

ist, — wo mau sich behufs Nachweises nur zu überzeugen braucht, dass 
a^üj^ sls Glied in jedem Faktor enthalteii ist imd die übrigi n Partialprodnkte, 
in denen a| und Torkommea, sonach ahsor})iren wird, sowie dass die 
Partialprodukte mit nur einem onnegirten Faktor, wie ä|ä, ä,,.) (a| + 
+ Ol + • • • + a^-i) verschwinden. 

Nach dem oben angezogeueu Schema stimmt nun jedent'alis dm Probe 
2 und bleibt also blos noch die Probe 1 zu machen, d. h. nachzusehen, dass 
in der Tliat bei ganz beliebigen s. B. »iX^Xg i,, 0 wird. Zn dem 
Ende wird man am besten T^, • • • auoh naöh ii| entwickeln nnd darnach 
durehmoltipliziren. Man hat 

i, = + «4 + • • • + mJ + Ä, {«,(M»ti4 + • • • + ti„-i«J + «a«4 • • M«) 
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und es Tetadiwiiidei in imserm Ftoditkt nicht nur d«r Term mit fl<i, 
— weil in seinem Koeffizienten der Faktor tl| + Mg + ••• + zmammen- 

triß't mit dem in t^berschiebung sich bildenden fj»/^ ' * * "n^ — sondern auch 
der Terni mit «j; denn z. B. WjMjii^ • • • «„, durch den Faktor m Kianimera { } 
aus ö-y unverändert gelassen« trilft in den Klammem { ) aus den übrigen 
i lasftmineD entweder mit einem sweiten Gliede, das den Paktor «i aaf- 
weiiiti oder mit einem ersten QUede, nnd darin je mit einem Prodnkte aweier 
mmegirfcen deren mindestens eines in ihm negirt vorkommt. 

Das vorstehende Problem und seine Lösnnn^ kon/.isßr darzustellen, wfltde 
erst mit dem Bezeichnungskapital des Bd. 3 ermöglicht. 

Aufgabe 23. Der Forderaug 

aymmetriseh auf die allgemeinste Weise zu genflgen. Ea sollen also 
die Unbekannten so bestimmt werden, daaa mmdesfens eme derselben 
dem ihr angeordnet gegebenen Werte gleich ist 

Die Anflösung lisst sich wemgetens für den im Hinblick auf Bd. 3 
besonders wichtigMi Fall geben, wo die Torkommenden Symbole a, x, u 
sSmtlich (wie Aussagen) au/* den Werßfereidi 0, 1 hesiAiränki sein soUen. 
Sie lautet alsdann: 

womit, da rechts die und das Negate Ton einander sind, 

einfach wird. 

Probe 1. Mit vorstehenden Werten der Unbekaunteii wird 

und jeder Faktor des Produkts zur Linken kann bei der statuirten Ein- 
schrSnkung des Wertbereiches auch nur einen der Werte 0 und 1 haben. 
Tersehwinden kann daher das Produkt nur ctodnrch, dass mindestens 
einer seiner Faktoren 0 wird. Daher ist mindestens fUr ein it nun 
iiXj^ + ^ 0, d. L «4 B wie immer die Werte auch als 1 oder 
0 angenommen sein mochten. 

Probe 2. Ist ein ^ a^, d. h. för wenigstens ein 1 auch ä^Xj^-i- 
+ a^Xj^ = 0, so verschwindet für u^x das 77^ und wird die £^ gleich 1, 
womit sich die Lösung als Xi*^ Xi - 1 a^ - 0 bewahrheitet 

Wie man leicht sieh^ ist die Lösung so beschaffen, dass wenn sa- 
fiUIig ein ii, = ist, dann aucJi x^^u^^ wird, wShroid die flbrigen 
Xi = beliebig bleiben. Ist dagegen kein gleich dem zugehörigen 
so werden aBe x^ bezflgUdi ^eich den a^. 

Die hiemit nbgetdilossene (wol noeh Termehrangsfahige und er- 
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g^bozongsbedfirftige) Reihe Ton Problemen amfassi diejenigen, auf deren 
TOi|^ngige, propädeutische Erledigung mich die Versuche liingedrangt 
hahen, die schwierigen AufldBUngsaii^ahea des dritten Bandes zu be- 
wältigen. Sie sind, wie gesagt, nur in heuristisch -methodologischer 
Hinsicht Ton Belang, blos für den Forscher bei EntdecknngB&hiten 
auf diesem Gebiete unentbehrlich. 

Umgekehrt wird mit jedem Auflösungspioblem in der Algebra der 
BeUÜTe implicite auch eines der Fkobleme „symmetrisch allgemeiner 
Losungen" seine Erledigung tinden wenigstens für den Fall, wo sämt- 
liche Unbekannten und Bekannten auf den Bereich der beiden Werte 
0 und 1 eingeeehrftnkt eind. 
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§ 52. B.üokblick neb^t Ergänzungeu aus dem neueren Ijiteratur- 
suwaclise. Exitisclies und AntikritisotiGS. 

Nachdem wir so mancherlei Methoden zur Lösung logischer Probleme 
teils flttcbtig gestreift, teils finppliend betrachtet babeu, dürfte ein in 
Kflme das Wesentliche zusamineiifab.Hender Rückblick von Nutzen sein, — 
uiusomehr als auch noch einige Nachträge unterzubringen sind, welche 
die iniwiselitii angewaehsene laterator nnd erwttterte LiteratmrkflimtiuSB dem 
Verfasser aufdringt 

Als dmefUturm Teil des Logikgebäade» etellten wir hin; die Logik 
der ümfang^eguHrnngm Bwisohen äbsotukn Begriffen^ d. h. solchen 
Begrififen, za deren DanteUung schon „absölnte Namen" (Bd. 1^ S. 76) 
aasreichen. Die Umfange solcher ahsolnian Begriffe können sehlechi- 
weg als „Klasse«^ beaeichnet werden, die Diniplin somit als der fjukiUisAe 
Koihd mit KlasaeKf*, km als ,,Kkusenk(ähiilf'. Zugänglich dieser 
Disziplin nnd ihren Geseteen nnterworfen sind alle diejenigen Urteile^ — 
uniTersale oder pariikakrey — sa deren AoftteUimg immer nur ei» 
ludiTidnom der SabjekÜkhsse auf einmal dem Geiste gegenwärtig zu 
sem und Torgestellt zn werden braucht 

Sagt man 2. B. „Alle Planeten bewegen sich in Ellipsen" oder „Einige 
Phmeten haben Monde^, so braneht man doch an nieht mehr als einen 
Planeten dabei an denken, wogegen ein Urteil wie ^Me Planeten stören 
einander" gar nicht erfasst werden könnte, ohne dass man sich mehrere 
Individuen der Subjektklasse gleichzeitig vorstellte, um eben zwischen ihnen 
eine Beziehung zu denken, die keine „Umfangsbeziebong'* in Hinsicht des 
Planetenbegriffes ist. 

Hierin liegt gewiss Ton Tom herein eine mgeheura Besehiinknng 
unserer Disiiplin, — wie namentlich im dritten Bande zu sehn sein wird, 
wo wir. uns von der Beschränkung befreiend, flber die Disziplin hinaus- 
gehen. Solches Znt'fistandniss thut indess der fundamentalen Bedeutung 
und Wichtigkeit unseres elementaren Teils der Logik keinen Eintrag. 
Schloss derselbe doch in sich die ganze scholastische Sjllogistik und in der 
Thai aoflh ftst die ganae traditionette Logik, sofern man diese Ton ihren 
«ahlreiehen metapliiyBisohen nnd psjehologisQhen Beimettgnngen gerainigi ftsst 
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Anstatt die Individuen einer Klasse ^eitereU zusammenzufassen, behufi 
distributiver Verwetidung des die Klasse kemueielinenden Namens, kann 
man sie auch hoüekUv znaammenfusen zu einem Systeme, einem Geh i de 
oder einer Menge, n. b. w; m. a. W. man kann auch die Klasse als 
ein Games denken, von dem Individuen und Unterklassen die Teiie 
TOjTBtellen. So war der Klassenkalkul zugleich ein „Qebietekalknl" 
oder ein „Kalkül mit Systemen"^ der sich durch Diagramme oder 
Figuren leicht veranschaulichen liesa und deshalb propädeutisch in den 
Vordergrund gestellt wurde. 

Auf den elementaren wird als ein hölin . i Teil (mit Bd. 3) zu 
folgen haben: die Logik der Beziehungen über)iaupt. Auch diese hat — 
zum voraus sei es gesagt ihre Entwicklung allein gefunden als eine 
Umftm^'dfgik, und zwar vornehmlich durch die Leistungen von A. De 
Morgan und Ch. S. Peirce, durch welche sich die Disziplin zu einor 
„Algehra der Itvlativi^ gestaltete. Ein „Uelativ", wie „Ursache von — 
„Tdler Ton — etc. ist der Umfang des zugehörigen (relativen) Be* 
griffes. 

Das Verhältniss der Theorie der Relative zum elementaren Teile der 
Logik weist viele Analogien auf mit dem Verhältnisse der höheni Analjsis, 
der InfiTutcsimalrechnung, zur sogenannten niedern, der Arithmetik und 
Algebra u. s. w., uameutiich im Hinblick auf die vergleichende Wertschätzung 
und den Urning der Anwendung&sphftre beider Dissiplinen, denm eine hier 
wie dort eine Toeht«idisnpIiii der andern ist. Obendrsin ist aber in den 
logischen Disziplinen auch die Wurzel der arit Ii metischen zu sndten. Von 
der (Beziehungen -) Logik hat nllinlich die Logik der Beziehungen des lin- 
deutigen I^Htspif Jicks, der Zuordnung oder Abbildung schon weitaus die 
reichste Entfaltung gewonnen in Gestalt der Arithmetik, Analjsis und 
Funkticmeiilelire selbst, d. i. der reinen Msthematik (im engsten Sinne). 
Dagegen bleibt noch nachzuweisett deren Urspnmg in der allgsmsinen 
Logik (der Relative), — ein Nachweis, den unser dritter Band — neben 
andenn — zu liefern unternimmt. 

Im elementaren Teil unterschieden wir zwei Eti^pen oder Stufen. 

Auf ihrer eisten Stufe besitzt die Umfangslogik der absoluten 
Begriffe als Begi^imgsedchm nur das Subsumtions- und das Gleich- 
heitszeichen, nicht aber deren Temeinungen; sie entbehrt hier noch 
einer sozusagen ^yvemeinenden Kopula." 

Demzofolga sind ihr ausschliesslich zuginglich: die (bejahemden 
und Temeinondett) umverseden Urteile, und, als wesentlich auf dasselbe 
hinanalanftiid, auch die verneinenden Existensicdurteüe, Man kann die 
eiste Lqpkstofe geradezu als die Logik der universalen Urteile (inner- 
halb des elementaien Teiles natfirlieh) bezeiclmeB. Hur war unser Bd. 1 
aosseUleflslich. geiwidmet 
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Alfl «in SonderfUl ordnet ihr nch ein: der ÄtugagaiikätkiA, als ein 
auf den Bereich der beiden lyWnlurheUBirerie^ 0 QfMbf^ tmd 1 („wahr") 
beechxSnkfcer Klaeieakalknl. Die zn Temeineiide Frage, ob dieeer Aub- 
sagenkallml «of einen nm&eeenderen Wertberdch sieh ausdehnen hase, 
wie Ton gewiesen Seiten behauptet iit, wird uns noch im nSi^ten * 
Paragraphen besehSftigen. Da somit uns stete 

(4 + l)-(4 = 0) 

SU gelten haben wird, können wir sagen, dass auch der AussagenkaJkul 
Ton dorohaua uniTcnalem Charakter iat. 

Auf der zweiten Stufe gelangt die elementare Logik durch Zuhilfe- 
nahme auch einer y^vemeinenden Kopula*' erst in den Stand, die parU- 
kvlaren Urteile, affirmative sowol als negatiyei sowie die ht^jahenden 
ExiaiengidUirteUe einzukleiden und die auf sie bezOglichen Schluss- 
folgerungen in ihre Gewalt zu bekommen. 

Für jede der beiden elomentarcu Logikstnittn ^abt es zwii i'uiida- 

mentale Probleme, ein allf^enieinns Elimiiintionsprohlem und ein all 

gemeines ÄuflösutUfspToblem, deren letzteres die vor|j;iiii;j;ige Beuältigimg 

des ersteren fordert Für die erst«- Stufe hubeu boido Prohlemo — 

allerdings nur bei „eiuilicher'' Menge von Klimiuanden resp, ünbekaimten — 

ihre Lösung bereits vollständig gefunden. 

Für die zwfite Stufe stliien das Auflösungsprobiem an Wichtigkeit 
gegen das Eliminationsproblem /.urückzutreten, — jedoch nur, um iu be- 
deutend erweiterter Fassang im dritten Bande wieder su seinem Recht zu 
gelangen. 

Weitaus die meisten der bislang zur Lösung aufgestellten „Methoden" 
beziehen sich auf die genannten beiden Probleme nur für die erste 
Stufe. 

Das primitivste, kunstloseste Verfahren ist die Methode von 
Je von 8 — der Zeit nach die zweite. Sie zerhackt die Prämissen in 
kleinste Stücke, sozusagen Atome (Hoole's ,,Kon8tituenten" iu Hinsicht 
aüer Blassensymbolc ) , um darnach das zur Lösung Erforderliche aus 

ihnen herausziikiaulx n und imühäuiLi /nsammenzuleimen. Dabei ent- 
behrt sie noch der iillgeaiemen ScktiinaU iioole'scher Entwicklung** 
nach bestiiuaiten von den Symbolen. 

Eng scbliesst sich au bie an das graphische Verfahren von Venu 
und Scheffler - mit dem Fortschritt, dass man schon etwas mehr 
von dem, wuä dort zu zerhacken gewesen, nunmehr beisammen lassen 
kann. 



Digitized by Google 



440 



FOnftmdswsnzigste Vorfesung 



Auch gehört hierher das Außösungsyerf&hien (aber nicht das £U- 
miuationsverfahren) von Boole selbst noch insofern, als dibei die 
durch Rechnen gefundenen Ausdrücke für die Unbekannten zu „ont^ 
wickeln'' sind nach jenen Konititneaten (in fiinsiobt wenigirt^is der 
* beim Problem gegebenen Klassen). 

Als nicht sehr erhebliehe Modifikation dieses Verfahrens schlieni 
stell neneidings an: Herrn MaofarUneV j^ogisohes Spektnun.^ 

Die EoDStitaeiiten werden dnreh schmale Bediteeke von gleicher HOhe 
dargestellt, die sich zu einem horisoniaten Band oder Streifen aneinander- 
schliesaea, so dass ein Schema entsieht, welches Ton ferne an das Sonnon- 
55ppktrum mit seinen Fraunhofer'schen Linien erinnert. Die linkseitige 
Hälfte des Streii ri^ ist z. B. mit a überschrieben, die reclitseitige mit a,; 
von jeder dieser ilalften ist wieder die linke Hälfte mit b überschrieben, 
die ret^te mit xmd so fort Ein solehes nach den gcgchcnm Klassen 
eingeteiltei Sfidctnun wird aufgestellt ftr eine jede der gesachten ün- 
belöuinten or, - ■ 

Das Feld eines Konstituenten vnr^ weiss gelassen, wenn «Mine Kla<;«e 
durch die Data als ganz enthalten gesetzt ist in der dem J^pektralstreifen 
zugeordneten unbekannten Klasse, sage z. B. in ar; es wird schwarz bedruckt^ 
wenn der KcMDstitaent ganz too x ansgesehlossen ist, dagegen sdmffirt^ 
falls der Konstitaent kraft der Data verschwinden muss; endlich wird das 
Feld des Konstituenten nur zur einen (z. B. untern) Hälfte geschwärzt da, 
wo die Data es offen, unbestimmt lassen, ob alles, einiges oder nichts von 
seiner Klasse zu x gehöre. 

Über diese Fragen entscheiden aber die Koeflßzienten der Boole'schen 
„Entwieklnng*', and Herrn Uaefarlane's Modifikation in des letxtereo 
Ver&hren besteht blos darin, de» er die WertSTsteme 1^ 1, > • • 0« 0, • • *, 
welche nach Boole für die gegebenen Klassen jeweils einzusetzen sind in 
die Tin -h x, tf, • • • aufgelösten (Jlriehungen, statt dessen lieber einsetzt in 
die noch nicht aufgelösten, ursprünglichen Prämissengleichungen , — um 
diese dann in jedem einzelnen Falle gesondert nach den Unbekannten 
(erithmetisch) anfznlOeen, wo sie allerdings nvr Einsen oder Nnllen m 
KoefBsienten haben werden, und die allgemeine Aufittsimg umgangen ist. 
In seinem Beispiel thut er dies in Fällen! 

Sein Gedankengang ist: wenn der Konstituent, dessen Koeffizienten im 
Ausdrucke von x wir eben suchen, gleich 1 (d. i. gleich der ganzen Mannig- 
faltigkeit) wäre, wo dann alle übrigen Konstituenten verschwinden müssten, 
BO wire » gldeh diesem Koeffisienten. Dar letatere muss also gleidi dem 
Werte von x seint der sich unter der genannten VoranseetBnng ergibt 

Natürlich kommen bei den Einzclauflösnngcn verschiedene Fälle vor: 
neben dem Wert 0 oder 1 der Unbekannten (und somit auch des gesuchten 
Koeffizienten) auch ihre Unbestimmtheit, durch die Gleichung 0 = 0 sich 
kundgebend, ihre Unmöglichkeit, durch 0 1 cbarakterisirt, und Wnrte 
wie Vi, logisch bedeutungslos, — wobei der betreffende Konstitaent für sich 
Tersehwinden muss. — 

Der Arbeit gegenüber ist der Wunsch am Piatie, es möchten neuere 
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Autoren Auf dem Felde der rechnenden Logik, amtstt fort und fori Boole's 

Teraltete Methode za variiren oder zn manieriren, sich doch nicht Unger 
der Einsifht ver^chliessen, dass wir langst über eine Reihe von sehr vifl 
b^sspren Prozedurea verftigen, — und verdienen Frau Frauklin-Ladd's 
Worte' ^ p. 560 zur Beher/jgung empfohlen zu werden: 

JDw Logiklehrer, weldier immer noch glaubt, Boolo*s mfiheame 
Methoden darlegen zu mflsien zu irgend andern läs m historiachen Zwecken, 
idiSdigt seine Scbfller emBtUch." 

DiBsen gonanoten Methoden stehen andre gegenüber, wdehe im 
Gegenteil die aftmttielien Pnmiesen £U einer einzigen Gesamkmsage erst 
znBammen&aseDi um an dieser die Elimination and Anfldeong an rolH- 
sieben. 

Wesentlich kommen alle dieee hinaus auf Boole's Eliminatione- 
Teifiüiren (der Zeit nach die erste Methode) nnd anf dessen Ton mir 
modülzirtes Aafldsnngsrei&hren (der Zeit nadi die dritte anweilen so 
genannte ifMetbode*')! — wo nieht^ noeb minder ToUkommen, anf Boole's 
Entwieklungsschemata oder deren dnale GegenstQcke. 

Man kann aber vier Manieren bei diesem Verfahren unterscheiden,* 
nämlicb ßwei Smipimanimn, die sich wieder in je Mm Uniemameren 
scheiden. 

Die Untemanieren ergeben sich, je nachdem man Tonieht, das 
Polynom der |,Tereinigten" oder Oesamt- Aussage O^ÄquiTalente^ — sc. 
mit dem P^Amissensystem, wie Voigt sie nennt) jeweils in Aggregat- 
form anzusetsen, d. h. als Summe yon Fkodukten aus lanter einfachen 
Symbolen, oder aber in der dasu dualen Form eines Produktes von 
Summen einfacher Symbole. 

Die Uauptmanieren wurzeln in den folgenden beiden Möglichkeiten: 
Entweder man bringt sämtliche Prämissen rechts auf NuU, (die Sub- 
sumtionen also auf das JPtädikai 0), — wie ich es in der Regel Tor^ 
ziehe. Oder man operirt mit Unks durchweg auf Eim (bez. auf das 
SUbf^ 1) gebracfatsn Subsumtionen und Gleichungen, — wie dies 
MitchelP Toigesogen, dem auch Herr Voigt^, (soweit die erste Stufe 
in Betracht kommt^) mtSk beigesellt^ — desgleichm, wie ich neuerdings 
ersehe, (wiederum in andrer Weise) Herr Poretzki. 

Jenes, das Umschreiben jeder Subsumtion a «^ft in a6, <^ 0, heisst 
im Grunde nur: sich yergegenwftrtignn, was alles nach den Daten des 
Problems für ausgeschlossen, unzuUusig, unmdgltch erklirt wird; hier: 
es gibt nichts, was a und nidit ( wire. 

Dieses, das Transcribiren derselben Subsumtion in die l^a,-\-b, 
heisst dagegen: sich gegenwärtig halten alles, was nach den Daten 
noch zulässig bleibt: das M^i^che ist entweder nicht •« oder es ist h» 
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Dorfe mflsaen die EinzelpraiiiiBmn durch Addition d«r Subjekte^ 
hier durch Multiplikftiion ihrer Prädikate zur Geiamtausgage rereiiugt 
werden. 

Zwei Ton den Tier Manieren bieten den Vortefl, die EUmination 
mifetebt Tilgung des Eliminanden ToUsiehen su können („RadinneUiode'^» 
— ao namentli^ die eraie Unterart der sweiten Houpimanier; dieae mnas 
den Vorteil aber durch den Nachteil erkaofen, daaa man beim Tor- 
bereitenden Vereinigen der Primieaen die Polynome derselben xn multi- 
pliziren hat, anatatt, wie aonat, an addiren. Und dual Entaprechendt» 
wäre bezflglich der aweiten Unterart der ersten Hanptmanier an sagen, 
wo dafür Pirodukte Ton Snmmen unbequem additir au Tereinigen waren. 
Jedoch gelten ^eae Bemerkungen nur im Hinblick auf die aus der Arithmetik 
überkommene Gewöhnung dea BechnenB mit Aggregaten und wfirden hin» 
fÜligy sobald man Gewandtiieit im dual entspreehenden Rechnen Toraua- 
setste. — Vergl. die Sdiemattsirung der yier Manieren weiter unten. 

Auch bei den awei andern Manieren iat die Elimination ein leichtea, 
doch noch zuweilen mühsames GesehSft; die sSmtlichen Prümissen können 
hier auch getrennt geUssen, sie brauchen nicht förmlich zur Gesamt^ 
aussage vereinigt zu werden*, auch aus den einzeln stehenden, sei ea 
ledits auf 0, sei es links anf 1 gebrachten Pramissensubsamtionen 
lassen sich TollstSndig nach und nach herauslesen die Koeffizienten 
(beziehungsweise Eo-addenden) der Unbekannten und ihrer Negation. 

Nachdem ich im Anschluss an Boele die erste der vier Manieren 
ausgebildel^ Mitchell die dritte ▼orgezogen, ist Ton Herm Poretzki^ 
die Tierte in extenao daigelegt worden, nur mit dem im allgemeinen 
eine grössere Umständlichkeit bedingenden Unterschiede, dass er noch 
völlig an dem dualen Gegenstück der Boole'schen Entwicklungssehemata 
(auch nach mehreren Argumenten) klebt 

Da ich Poretzkra Schrift bei Abscfaluss meines Bd. 1 noch flbet^ 
sehen hatte, so will ich mir gestatten, im folgenden Kontext mich in 
Efine tiber dieselbe auszulassen, teils kritisch, teils zur Abwehr, nament- 
lich aber, um die Poretaki'achen Beispiele^ der Ton mir angestrebten 
VoUslindigkeit halber, ttnzuTerleihen. 

Aufgabe *p. 115... 118. 

Es bedeute 1 die Mannigfaltigkeit '^»>r Miidclien auf einem Balle, und 
sei a — wolerzogcn, b lustig, c = jung, d — hübsch. ÜQ mögen folgende 
vierzehn Prämissen gegeben sein: 

l=a + 6 + c-frf, 1 — a + ft + tr + dp 1 — o + ö + + d, 

1 — a + 6 + c, + <f„ 1 — 0 + b, + « + d, (0 — a,6cd, od«r) 

1 — a + + 0, 4- d, (0 — a^bed oder) 1 — a + ^ + s, + d„ 
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(rt=^ b + e + d*) odw) 1 a, + 6 + c + d, (ad^h + e oder) 

1 = a, + 6 + c + d„ (6, =^ a, + c, + oder) 1 = a, + Z< + c, + (i,, 

(«6c, =^ ti oder) 1 — a, + + r+ r7, [c^ =^ o, + ft, + rf, oder) 

1 — a, + 6, + c+rf„ (adc(2f«>*0 oder) 1 « a, + d, + c, + <!, 
1 a, + &, + + d,; 

Dm heittt also z. B: Alle Bind wolerzogen oder lustig oder jung 
oder bflbech, aber keine beritit alle diew £igeiuehaiten gleidnntig (leiste 
Prftmisse); jedes wolerzogene, liflbsche HAdchen. ist sogleich lostag oder 
•nch jung, (ad & + r), it. s w. 

Mau soll jede von den yier Klassen durch jede von den drei andern 
ausdrücken. 

Äuflömng (in vereinünchter Weise). Die identische Noll iat gleich dem 
Produkt aller sechzehn „Frodnzenten**, die »an aus 

a + h + c + d 

erhält, indem n;an die Glieder aut jede erdenkliche Weise mit Nopatious- 
stnchen versieht — vergl das duale Gegenstück zur Entwicklung der identischen 
Eins nach den Aigumenten a, c, (2, Bd. 1, S. 418 — . Von diesen 
sechzehn Prodozenten sind der Annahme nach Tieizehn gleich 1, nimlieh 
alle ausser den beiden -f b + e^ + d und a + + c + (/i* Damaeh redo- 
ziren sich die Data anf den Ansatz; 

0 - (fl, + 6 + <?, + d)(a + ft, + <J + <f,), - ^(a,^c,d), 

[oder bei Poretzki 

1 = ab,cd^ + a^he^d, = /".(aj^jCid)]. 

Kach a entwickelt wird die Nullgleichung 

a ' f(lthtC^) + a, • f(0,b,e,d) — 0 — a(d + c, + <l) + a,(6, + c + d,), 

was nach den Th. 24^) und 89) sofort erkennen ISsst, dasa 

a — 6, — c — d, oder auch a, ■« 6 — c, — <i 

die g^achte Lösmig ist. Darnach sind /.. B. die jungen Damen auf dem 
Balle zwar alle woler/ogen, aber hetrftbenderweise sftmtlich weder lustig 
nodi hflbecli. U. s. w. 

Aufgabe. Poretzki^ p. 114 sq. 

In einer Kommode sind zwei Lagen Wilsclie, und bedeute 1 diese letztere, 
Sünde a feine, b »• grosse, e » teure, d = Msche Wäsche. Bekannt 
sei, dass 

l-.6+a(rf, + c,) 
und o, + (i,c =^ a&,c, + + ac,). 

tfan herechoe d^. (Ist die getragene Wftsohe grobe oder feine?...) 

*) Poretzki schreibt die Subsumtionen a»^b noch auf die sohweriUUige 
Jevoni'eche Weise: a^^ab. 
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Äuftämmg in meiner Manier: In da «weiten Prtmiwe ndnart ridi 
der Migor «ugenficheinlicb anf ae, + (^t worauf äiese aof 

(«, + ci,)(d, + rf,)-.0 

hinauskommt und mit der erstcren: (a, + C(/)b, «— 0 vereinigt gibt: 

(a. + c)C6, + d,)-0. 

Darnach ist (a, + r) d, — 0 oder (t '^a-^h)(€^h) di» Baanllaote der 
Elimination des (2, und 

d^ — uae^^ wo u unbestunrnt, oder 0 ^ tf, ac, 

die gesuchte AnflOsung nach d,. Alle Wieelie ist entweder feine oder 
grosse, die teure aucb immer grosse, nnd die ffäragfene durchweg fsine, je- 
doch von der billigen Sorte. 

Bringen wir statt dessen mit Foretzki auch die zweite Pr&misee 

links auf 1: 

1 = a(c, -r d) + ac, + bd = ac, + ad + bd^ 

so haben wir als Gesamtanssage der PM&missen 

1 — (ac, + arf, + 6)(ac, + ad + bdf) ^ ac, + ftrf, — /"(«, 6, c, d). 

Die gleiche Prämisse 1 — ae^ + Id ist nun auch einer andern p. 139 sq. 
behandeitan Aufgabe Pcuetzkis zu pninde gelegt, wobei bedeuten soll: 
a = Hausbesitzer, h — reich, c =» Kaufmann, d == einer gewissen Sekte an- 
gebörig: altgläubig. 

Die dualen Gegenstücke su Boole^s „Konstituenten** (der Entwicklmig 
der 1 oder irgend einer Funktion nach gegebenen Argumenten) werden von 
Porct/ki nh (eleinentare) „iVodturm/en" beseichnet, — ein gut gewählter 
acceptabler Ausdruck. 

Bilden wir letztere durch duale Entwicklung der Prämisse nach a, so 
zerfällt sie nach Th. 24^) und 44^) in die beiden 

1 — a + /'(0,6,c,d) = a + i/d, 1 — a, + /"(!, 6, c,d) — a, + c, + 

welche der Autor auch umsetaet in die Formen 

6, + <a, c^a, + 

falls wir, wie schon angedeutet, von dem Umstände absehen, dass derselbe 
eine Subsumtion w^ß immer nur in der Form « » «jS oder ß^u + ß 

auBUsetTirn vermap. 

EuLwiokein wir ebenso dual nach 6, so ergeben sich die vier in 
ihrer Gesamtheit mit der einen obigen ftquivalenteii PrftmiSBen: 

1 — & + d + f(a, 0, c, i))^b + d + ac„ 
1-6 +il, + rta, 0, c, +d, + ac„ 

1 6, + il + /-(a, 1, c, 0) - ft, + Ii + ac„ 
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Ton weldMn die letete jedoch rieh als IdentitKt erweist, so dam auch die 
drei Data: 

niflammeii vnaer obigea Datum vertreten kOnnea. 

Letateree aerfUlt endlieh, de^leichen entwickelt nach 6, e, in acht 
Aussagen, worunter zwei Identitftten. 

Die Besoltante der Elimination Ton a nnd c ana der Prftmisse: 

1 - f (1 , 6. 1 , «I) + , 0, + /"(0, 6 , 1 , d) + f (0, 6. 0. d) 

ist eine Idenütit 1 1; et iblgt also swisdien 5 und 4 keine bestimmte 
Besiebuig. V. s. w. 

Zum Schlüsse p. 168 sq. zeigt Poretzki nodi, wie man komplizirte 

logische Aufgaben erfinden könne übor «^Klassen mit tn „Elementen" 
(Produzenton , resp. Konstituenten) und p Prämissen. Zu detii Endo setzt 
er willkürlich von den 2" Produzenten hinsichtlich der n Iviasscu irgend- 
welche fn( < 2") gleich 1, a. B. #» — 4, m — 7, p — 8: 

1— a+6+c + d, 1 — a, + 5 + c+d, l = a + 6, + c+ J„ 

sondert dieselben in p Gruppen, — wie z. B. das erste Paar, das zweite 
Paar und die letzten drei, — nisl stellt das Produkt der Fh>dnsenten jeder 
Gnippe gesondert als Pxtmisse hin, — so hier: 

l«-»6 + c + <f, l=»o + 5, + c, 1 « + a,c, + a,d + cd + c,d,, 

was dann noch mantn<;fach in Subsumtioneoform umgesetzt werden könnte. 
Endlich gibt er den KhHsen eine Deutung, wie: 1 = Bewohner eines Hauses, 
a ■=- reich, b ge.-^uud, c *» jung, d » im B^itz einer FamUie. 

Hun kann er fiordem, irgend eine Elinunationsresultante tu bilden, 
auch eine Klasse, oder eine gegebene Funktion von gewissen Klassen durch 
andere darzustellen, unter ZerflUlung dieser Funktion in „elementare Pro- 
duaenten" fPeirce's Primfaktoren). Etc. 

Ai<l]jabe p. III ••• 114. 

Zwischen den Vögeln im zoologischen Garten sind fOnf Beziehungen 
bekannt. Wenn » Büigrögel, g = grosse, x und ff solche Vögel bedeuten, 
weldia eine Bigensdhaft x zesp. y haben, so sei gegeben: 

+ J/, + «,1 X'^s+g, g^^s + x, «ys.y — 0. 

Es soll ff durch g und s, sowie 9 durch $ und x durch y ausgedrückt 

werden 

GoL'cnüber der umstLinllirlic n Ai't, wie icb nacb Herrn Poielzki diese 
Aufgabe (durch meine Meüioduj angeblich lösen würden will ich er^t zeigen, 
wie idi sie wiikUdi Use. 

Sofort sdoiiht man als die ▼ereinigte PMmissengleichnng hin: 

+ 9Xyt + + y^s^x^ + gs^xlf - 0. 



• I I 
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Ich pflege nun ganz nahelie<rfnde Verein fachungpn keineswegs 7u unter- 
lassen. Auf den ersten Blick ist ersiL-htlich, da^s iiTi«''^r drittes und viertes 
Glied zu ^,5, sich zusammenzieht; und hält uiau das mit dem ersten Glied 
zusammen} so wird hei diesem nach Th. 33^) Zusatz die Unterdrückbarkeit 
des Faldera s ersiehtlieh; ebenso beim letsten Qlied die des Faktors g. 
Das so tereinfachte erste Glied mit dem iweiten ansammengeihalteäi, 
zeigt bei diesem die Überflüssigkeit des Faktors g an; und das zu xy^ ver- 
einfachte 7weite Glied bringt bei dem schon 7u a^xfi reduzirten letsten 
Gliede noch den Faktor y in Wegfall, wonach die Priimisise lautet: 

^,y, + «y,+^,«, + «,«-0 oder + + - 0. 

Da die Eliuination irgendweleher von den vier Symbolen ^, «, y sich 
hier immer auf das einfachste vollzieht, indem man die sie betreflenden 

Glieder aus dem Polynom dei^ Gleichung fortlässt, (indem eben keines der- 
selben sowol unnegirt als negirt vorkommt), so liest man hieraus leicht 
die Antwort auf jede der gestellten Fragen heraus, nämlich zusammen mit 
«7,«, » 0 als Besnltante: ^, ^ ^ ftlr die eiste, x ^ < fllr die sweit» nnd 
«i^y für die dritte Frage. 

Poretzki gewinnt mtüisam gemäss der dualen Gegenstücke zu Boole's 
Entwii^nngsformeln die Yereinigte Gleichung 

und dednsirt daraus (in der erwähnten answeokmSssigen Bebreibweise k la 
Jevons) wesentlich dasselbe wie wir oben. — 



Zufolge h&ufigen und ungemein schwankenden Gebrauches des nirgends 
erklärten Aiisdnickes „qualitative Form" leidet Poretzki's Exposition viel- 
fach an Unklarheit und Weitlilufigkeiten; auch mnm ieh es als verfehlt 
ansehen, die Determination als eine „liealisiiung^' zu bezeichnen, sowie, die 
identische Addition als ümkehinng derselben hinsustellen (p. VII) und 
demgemtss „Abstrslction'' xu nennen. Diese AussteUongen treffen besonders 
die 24 Seiten starke Einleitung der Schrift, die sioli sonst vielfiMih durch 
Btttreffende kritische Bemerkungen auszeichnet. 

P. 41 wirft Herr Poretzki mir einen Fehler vor: den, in meinem 
Operationskreis' nicht hinlänglich unterschieden zu haben zwischen „mm- 
hes^mmt^ and „wtttlNirlie^. Gewiss mit Bedit flOat er in Besag auf 
unser Th. 48 J (a fr) «i- S(a — üb) — aus, der Saia „Moskau ist ehie 

u 

Stadt" decke sich durchaus nicht mit dem Satze Moskau ist eine beliebige 
Stadt.*' Bei dem Haupttheorem in* p. 30 hatte ieh allerdings u fttr arbitrir 
erldirt. Dort hatte ich aber die Auflösung eiher Gleichung nach einer 

Z/nbekannten im Auge, die ich stillschweigend als aus der Gleichung an 
bestimmende und blos durch sie bestimmte dachte, nicht aber die Auflösung 
nach einer Klasse, die schon auderweitiff gegeben ist. Ich hätte andernfalls 
M fttr „unbestimmt oder willkürlich'' eridären müssen. Dass ieh jedoch 
schon damals weit entfernt gewesen, diesen Unterschied zu übersehen, zeigt 
meine Ausführung in', p. 30, wo ieh an einem Anwendungsbeispiele eben- 
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diesen Unterschied darlegte, — was Herrn Poretzki wol entgangen ist 
Cf. Bd. 1, S. 399 und § 21. — Wenn nh^r Herr Poretzki ebenda p. 41 
meint, dass von miäner Behauptung, dei Ausdruck o? •= ( )/ -f 6) umfasse 
für ein von 0 bis 1 variirendes u die sünitliuheu Wurzeln x der Gleichung 
ax-hhXf «> 0 (Schröder*, p. 22), za sagen wir«: Jaäet sei jedes Wort ein 
Fehler/ so kann ich dies nur bestreiten und ntuek wie vor darauf bestehen, 
dass jedes Wort daran liclitig ist (Poretskfs — irie er filsoblicb meint, 
notwendige — Annahme u = x liefert nur eim von den im allgemeinen 
unendlich ^nelen Wurzeln, und zwar, sobald man unter x eine beatinimte, 
etwa schon anderweitig gegebene Klasse versteht, ebendiese.) — Der meiner 
Methode gemaehte yorwuzf, fonnalistiBch an sein (p. 40) und sich nicht 
nahe genug d«n natOrlichen Denken ancnsehnuegw, oder den Eindmdt des 
Erknnstelton machen, trifft Heim Porettki's Terfehren als dual ent- 
«»precbt ndes nicht minder; er trifft dieses sogar in noch höherem Maasse, 
sofern Poretzki noch mit den Gegenstücken der schwerfälligen Booleschen 
Entwicklimgsschemata arbeitet; (über diesen Vorwurf erbebt sich wol erst 
das McGoll-Peirce'scihe Verfahren, wie gezeigt). — Damit soll den Ver- 
diensten des Autors als des ersten Forschers und Arbeiters auf dem Felde 
der exakten Logik im grossen SlaTCoreiohe durchaus nicht m nahe ge- 
treten sein. 



Auf Boole^s Bniminationg' und eein von mir modifisirtes Auf- 
IdeungBTer&hren kommt weaentiieh auch Frau Ladd-FranklinV 
Mo&odo hiaauBy — aoweit Prohlema der ersten Stufe Torliegca. Die 
Ycv&aeerin bedient «ich nur einer aparten Kopula, nämlich unserer 
Besiehung ^ der Gfebiet- oder Wertgemeinschalt und deren Verneinung 
unter dem Zeiehen y hesw. y. Diese BesiehnngBieiehen sind in 
unaerm § 36, Tafel IV* und V« (8. 120 u. 122) auf die Zeiehen — 
und =^ ^d ^ zurfickgeflUirt. 

Den Schlfissel sum Lesen ihrer Abhandlung geben folgende Formeln: 



(a V 2») = {ab =H 0) = {ab ^ l) 
(a vfc)-(«6-0)-(a&jJl) 



(aV)-(a V l) = (a+0)-=(a^l) 
(av)-(«Vl)-(«-0)-(aj^l). 



Das bejahende Zeichen hinter a geeetit, heint: „does exist^, das durch 
horizonhil darttber gesetzten Kegationsstrich als verneinend gekennzeichnete: 
„does not exist". Letzteres gilt als Keil (wedge) und drückt, zwischen 
a und b gesetzt, aus, dass beide disjunkt, bez. als Au«sa'_rt-n inkonsistent 
seien; os wird im ersteren Falle, was ich nicht 'zu billigen vermag (cf. § 15), 
auch als „iä-not" gelesen. Was exisiu-t, ist gebietgemein mit der ganzen 
IHsimigfaltigkeit 1, und nmgekdnrt 

(äarakterisfcisch ist» dan daa Produkte Terknüpfende Zeichen an jeder 
UU^igm 8t^ awischen die Faktoren gesetst werden darf: 

(abcde ^ 1) = {abcd $ e) = {abc $ de) -= (abrede) =- (a ^ bcde) -» 
(1 $ abcde) 
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und ebenso fClr die Verneinung. Im Hinblick auf die ßelbstvcrständlichkeit 
der 1 als Faktor wird dieselbe darum aiicli init erdrückt, wo sie rechU isolirt 
vorkijinint. und mit Nullen operirt die Verfasserin überhaupt nicht. 

Abgesehen von dieser Eigeutüiulichkeit zeigt aber ein Blick auf obigen 
Sohlfissdf, duB die Aas&tw nch doch unmittelbur in Gleichungen rcsp. Üb* 
gleichungMi mit der rechten Seite 0 umschreiben lusen, and dass deehtlh 
die Rechnungen dieselben sein müssen wie bei meinen Ansatsweieen, — 
welche nahe Verwandtschaft die Verfa<?spriii n'irh 5Pll)st betont. 

Bei Besprechung der Problome zweiter Ötufe müssen wir auf die 
geniale Arbeit noch eingehend zurückkommen. 

Die Auflösung nach einer Unbekaiuiten kann — wie in der Arith- 
metik — Tollzogeu werden in Gestalt einer Glrichunff, jedoch nur unter 
Beizug von unbestimmten oder arbitriiren Klassen, — eine Materie, 
die nächst Boole* ich allein in ' nnd hier weiter verfolgt habe. Oder 
sie kann vollzogen werden in Gestalt eines Paares tou Subsumtioneu, 
am besten einer Doppdsvhsamtwn. 

Dies war mir bei Abfa^jsvmg von * nicht unbekannt und ist daselbst 
auch bei der verbalen Interpretation der Auftrabenresultate allemal von mir 
bethUtigt; allgemein jedoch wiu-de diese Auüösungsform zuerst wol von 
IfcCoU, hernach anch Ton Peirce hervorgehoben. 

Man dflrite von mir erwarten, daae ich das Terhiltntss meiner gegen- 
wärtigen zu meiner früheren Arbeit, dem Operationskreis ^ hier kennzeichne. 
Dies vermag ich mit den wenigen Worten: Bort bescbrünkte ich mif^b iin 
Anschluss an Boole auf den Oebranrh des Gleichheitszeichens und konute 
folglich nicht mehr leisten, als mit diesem Mittel sich eben erreichen lässt: 
Viele Sfttze, zu viele, mnssten unbewiesen axiomatisch hingestellt bleiben. 
Hier aber zog ich mit Peirce nnd McCcll das Snbsumtionsaeicben hinra 
nnd illustrire damit hoffentlieli den Ausspruch Trendelenburg's, dass mit 
dem zutreffenden Zeichen die Einsicht in die Sache und die Herrschaft über 
sie unabsehbar wachse (Bd. 1, S. 93). So bernht auch der Fortschritt unseres 
zweiten gegenüber dem ersten Bande wesentlich auf dem Hinzutreten eines 
ferneren Zeichens, des Ungleichheiläzcicheuä. Und der dritte Band wird 
noch drei weitere Operationszeicbeii bringen. 

Die obigen Tier ICanieren mögen nun nochmals Qbenriclitlich 
■chematiairt wei^ 

Man seilt die samflielien Data eowol ala deren Tereinigte Anaeage 
an bei der 

erten Hanptmanier zweiten Hanptmanier 

also ersten nnd aweiten also dritten und yierten 

(Unter-) Manier in der Gestalt (Unter-) Manier in der Gestalt 

f{x) =^0 1 =^ f{x). 

Das „Polynom" f{x) stellt man dar in der Form: 
ax + 6x,, wo a = f(\\ h f{^), bei der ersten nnd dritten Manier; 
{<i-\-x){b+x^f wo a—f{p), h=/\l), bei der zweiten und vierten Manier. 
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Als vtreinigie Gleichungf JienuitaHte und Lösunff habeu wir also 
bezüglich bei der 



1. Manier 


2. Manier 


3. Manier 


4. Manier: 


ax + 6a;, =^ 0 


(a + a;)(6 + a?,)=^0 


1 02; + hx^ 


l=4(a+2;)(6+a;,) 






1 4a + 6 






(durch Radiren) 


(Radirmethode) 






a ^ ^ 6, 






Bei der Yorbereitnng aber werden sieb mehrere Prftmiaseu 


ax + 6a?, — • 0 


(a + a:)(fc + a:,)=0 


1 SB a^r + hx^ 


1 ={a-\-x){h\-x^ 


dx + h'x^ =" 0 


(a'+xXi)'+a:,)=0 


1 = a'a: + 


1 =(a'+a;j(^^^'+a;,) 



■Uemal Tereiiiigein zu einer Oeeamtrassage 



+ (6 + 6'...)a:,= 0 



1 — ««'.., af+ 



• (66'... + 



(a+a'...+aj)« 

.(6+6'.. . +2:,)— 0 

deren Reeoltante naoh dem Obigen aleo lauten wird: 

(a + flC...)(6 + 6'...) — 0 I 1 >>-aa'...-i-(6'...; 



ebenso leiclü ist hioz» jeweils die Auflösung hinzuschreiben 

Die Vereinigung der Prämissen erfordert aber zumeist den Ansatz 
einer weitsrhvveifit/en, nicht spltcn auch verwickelten R+'latiou, — Aller- 
dings vermag mau bei jeder von den vier Manieren die in das Schema 
der Kesnltiinte und der Lösung eingehenden Elemente hei einiger 
Übung auch schon aus den noch unvereinigten Prämissen richtig heraus 
zuklauben und vollzählig zu sammeln. Es bleibt aber die Ausstellung, 
dass Eliminfition vrin AuflÖRiinfT für das l'rämissen^yx/ew keineswegs 
vorbereitet wird durch Ausrührung derselben Operationen an den einzelnen 
Prämissen (au welchen sio so viel leichter zu bewerkstelligen wären). 
Und ferner lässt sich bemängeln, dass die Reduktion aller Data auf 
das Prädikat „nichts" oder auf das Subjekt „alles" künstlich erscheine 
und nicht nahe genug dem natürlichen Denken sich anschmiege, welches 
sich in Subsumtionen zwischen Subjekten und Prädikaten irgmd wdcher 
Werte zu bewegen pflegt. 

Dies rief den Wunsch hervor, das Verfahren so einzurichten, dass 
die Geschäfte der Kümination sowie Auflösung schon an den Prämissen 
selber einzeln vollzogen werden könnten, wobei denn auch mit beliebigen 
änbeumtionen zu operiren wäre. 

Diesen Forderungen wird eine weitere Gruppe von Methoden gerecht, 
mit deren Ausgestaltung sich McCoil, Peirce und ich beschäftigt habeu. 

ScaaOtksa, Algtbr» d«r Logik. S. U. 29 
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El ist mir ent beim Abschlüsse von Bd. 1 voll zum Bewusatscin ge- 
kommen f dass eigentlich eu-ei Methoden Herrn Mo Coli zuzuschreiben sind: 

oine T)los theoretisch von ihm «rh^^matisirte und eine auch praktisch an- 
gewendete. Ich will jene die erste, diese die zweite nennen und spreche hier- 
uilchst nur von der ersten. 

Charakteristisch ist für diese Mothoden, dass unmittelbar (bei 

McCoU und riiir) oder mittelbar (bciPeirce) jede Prämissensubsumtion 

aufgebrochen wird in zwei einzelne Subsumtionen (bei Peirce aucli 

mehr), welche die Unbekannte x oder deren Negation isolirt enthalten, 

sei es als Prädikat, sei es als Subjekt. Dazu genügt allemal die Def. (3) 

und das Th. 41) von Peirce. (Solch rationelles Aufbrechen ist mit 

dem mechanisdien Zerhacken bei Jerons nicht auf eine Linie zu 

stellen.) 

A priori sind — vom Peirce'schen Verfehren abgesehen, — drei 
Manieren denkbar, die wir in der Aufzäblung den bisherigen anreiheu. 

Fünfte Manier ist McColl a „erste" Methode, wobei x und x, durch- 
weg zu Prädikaten gemacht werden (Bd. 1, S. 591 Y Aus 

a^x, b^x, c=^x, u^x^, ß'^x,, y-^x^, 

fo]gt «He AuflöflTuig in der GeBtalt 

a-»-ft + c...=^a:, a + ß + y . =^x^ 

und die Resultante als 

(a + fe + c.) + + y ...)^0. 

Seäuh JBimier, ua£ die soletst Hem Peirce*« Vet&hreii und nn- 
mittelbar meine HodiBkation deaaelben hinaiuil&iift: Mui iiolirt durch- 
weg X, sei es aU Sabjekt, sei es als PrSdikat, (oder wenn man wül, 
anch dorehweg a;,). Ans 

a ^x, b =^Xf c ^ Xf . . . X ^ x =^ ß, x ^ y, , . . 
folgt so 

a -\- b + c ... =^x =^ aßy . . . 

als Anflfimmg mid, wenn der mittlere Term weggelassen wird, zngleieb 
auch als Besattanie. Dieses Yerfaihien erscheint mir als das eleganteste. 

Siebmk Manien Man isolirt x sowol als durchweg als Sub- 
jekt Aus 

jc =^ a, x^hj x^Cf .., x^=^ a, x^=^ ß, x,=^y, 
folgt alsdann die Auflösung in der Gestalt: 

X ^ abe ^1 ^ *^ßy ' * * 

und die Eesultante 

1 =^ abc • • • + *^ßy • • 
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DieBer Manier ist bialier noch keine Erwähnung geschehen. Doch ist 
SU bemerken, dass McColI bei seiner ,,zweiten'' Methode mittelbar 
den Umweg durch diese Darstellung hindurch zu seiner ersten Schreib- 
weise der Endergebnisse nimmt, zu der er alsdann schliesälich durch 
Kontraposition gelangt. 

Allen bisherigen Methoden steht nunmehr noch McColTs „zweite" 
Methode als eine neue, die acitk Mamcr gegenüber und nimmt un- 
streitig eine Sonderstellung ein. Sie schreibt nach Formehi des Aus- 
sagK'jikalkuIs die yereinigte Aussage der Prämissen in ein Klassen- 
symbol uiu, aus welchem sie nach einem besonderen Satze die 
Unbekannten oder vielmehr die iiHch diesen gebildeten Konstituent4»n 
-^y* ^Uo ■ • • '^^^ SuInt'Me isolirt, um dieselben zu tiberaddiren und 
schliesslich zu kontrapouiren. 

Schon des Dualismus lialUer muss auch diese Methode sich in 
einer zweiten Manier anwenden lassen. Ob dagegen die erstere dieser 
beiden Manieren auch noch ein Gegenstück findet, bei welchem jene 
Koustituenleu als Vnidihate isolirt würden, (sowie dualistisch entsprechend 
dann auch die zweite,) wäre noch zu untersuchen. (Anch das Je von s'- 
sche Verfahren würde sicli noch als dual entsprechendes in einer 
zweiten Manier anwenden lassen). 

So viel über die doch immerhin schon gi jsse Mannigfaltigkeit 
der Schlussweisen zur Lösnng der Probleme erster Ötufe. 

Für die zweite Stufe ist dagegen diese Mannigfaltigkeit eine er- 
heblich gerin<.;e] e. Biaherig^^ Arbeiten von Miss Ladd, Herrn Mitchell, 
mir und Herrn Voigt betretlen kaum mehr als das Eliminafimi^i' 
Problem. Es handelt sich darum, aus der Mitchell'schen Gesamt- 
aussage der Data, welche sich darstellt als eine Alternative 7wisr-hen 
Systemen je eines universalen mit mehreren partikularen Urteilen indpr 
einer (ileichung mit simultanen Ungleichungen), die Unbekannte .r /u 
elirainireu. Herrn Mitcheü's durch (]ie „Radirmethode'' gewonnene 
Resultante erwies sich als unzAilänglich, und so bleibt das Schema 
meiner „Resultante aus dem Kohen^' übrig, welches auch Herr Voigt 
auf anderem Wege begründet, als das einzige bekannte Verfahren zur 
Lösung der Aufgabe, so weit bis jetzt möglich. 

Hier liegt mir aber noch ob, das von Miss Ladd^ Erreichte zn 
besprechen, deren Verdiensten ich in § 41 noch nicht gerecht geworden 
bin. Fran Ladd-Franklin kommt nämlich dem erwähnten Ergeb- 
nisse viel naher al» Herr Mitchell} ja man kann sagen, meine Beflul- 

29« 
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tente ans dem BoImii m wu dne uemlidi nahe liegende EanaeqneiUK 

einee frfilier Ton ihr an^BEeetellien SatMe. 

Zur ErUimng: Aueh die dei Engliaohfln miehtigeii Leser weiden es 
begreiflich finden^ wie ich fibersehen kounte, diss in dem Satze p. 45: „If 

the premist'S inolude jiti alternatiori of jiarticular propositions, tbe conclusion 
noti'^ists of the partial incluaion of tbe total eoefticieut of x in tbe particular 
propositions bj the negative of that of x in the universal propositions, 
added to the included combinations which &re fifee fron x as given/* — 
dan in dieMm Satie, tage idi, almtliche Fenedin dei § 41, eo namentlieh 
das Schema v) S. 209 schon in nuce enthalten sind. Wenn wenigstens 
von einem Produkt oder von der Negiilion t, darin die Rede wäre, so 
wäre ich wol aufmerksam geworden. Die beiden Beispiele, welche die Ver- 
fnsserin auf der folgenden Seite in ihrer mir nicht geläufigen Symbolik 
^bt, nahm ieh mir vor spllterhin einmal nachKurechnen , was jedoch in 
Vergessenheit geriet Dagegen stimmte die LBsnng der 18. Angabe des 
§ 46 (S. 309 sqq.) durch Herrn Maefarlane nnd (angeblich} die Aiif- 
gabenstellerin nicht fiberein mit der yon meinem Schema gelieferton. 

Die p. 46 für beliebig viele partikulare Piüniissen von Fran 

Ladd-Franklin aufgestellte Eegel lauft auf den folgenden Satz hinaus: 

(«« — 0)(|»» + 0)(fl« + 0) . . 4 (i»a, + OXtfa, + 0) . 

einen bemerkenswerten TTnterfall unseres Sehemas v), % 41, S. 209. 

Da keinerlei Andeutnng Ober seine Begrtlndnng vorliegt, so ist 
anzunehmen, (was Bestätigung fsnd^) dass ihn Miss Ladd als einen 
selbstrerst&ndliehen hinstellen wollte. Als ein aoleher ISsst er sieh in 
der That audi unmittelbar einsehen: Wenn namlidi die Qebiete a 
und X disjunkt sind, auseinanderliegen, und gfi * • ■ je mit x etwas 
gemein haben, so mflssen letztere auch mit dem Aussengebiet von a, 
etwas (nnd awar mindestens ebendieses) gemein haben, da ja alsdann 
X ganz in a, SU liegen kommi 

Um hisrauf nnn unser Sdiema e) des § 41 tnrfioksuflihren, bitten 
wir BunSchst ebenso 

(6.. - 0)(r*. + 0)K + 0) • • • {r», + 0)(rt. + 0) • . .5 
und rottlti]iUsirt mau diee flberschiebend mit dem vorigen, so kommt 
mit KOeksioht auf Th. 24 J 

(ax + 6«, — 0)(j>« 4= 0)(ga: =)= 0) • • • (rar, 4= 0)(s.r- 4. 0) • • • =^ 
=4 (pa. + 0)(qa, H= 0) . . . [rb, 4= 0)(.s^*, + 0) • • 

ein Ergebnis«, ym dessen Auss;t<^rii IVädikat man noch den aus der 
ersten Prämisse links füi su h Folgenden Faktor 0) rechts bei- 

fügen ma^j. In lauter Glieder von der Form des vorstehenden Aus- 
sagen- SubjektH wird aber die Hjpothesis unseres Schemas v) zerfallen, 
wenn uian nach 

(« + /? + o) = (« + o) + (^H^o) 
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die dortigen UDgleichimgsfaktoreii samtUcli zerlegt in Binome und diese 
dMUi Muranlüpliziit. Znletit mna» tiMieeliiebendeB Addiien der nach 
dem oVigen Sdhema wa gewinnenden Eonklntionen nnd Tereinigung 
der EonUnstonengüeder in geeigneter Weite gerade wer Schemt «) 
httfeiD* 

Die beiden Beispiele von Miss Ladd kommeD, wenn man dieselben 
nodb etwas vereinfacht, (im zweiten n&mlich die beiden simultanen 

Olpirhunfren in eine einzige rusammenzip^t, alsdann aber für komplizirte 
Koeffizieutenausdrücke einfache Symbole einführt,) auf folgende hiaaus: 

{(a* - 0) + (6« H- 0) + (c 4- 0) ) (iJa:-4- 0) (j>(a, + 6, + c.) 4- 0 j , 
(p» - 0)(g« - 0)(a« + 0){bx + 0) ^ (aji,g, + 0)(bp,q, + 0). 

Die Beispiele geben die ▼oUrtlndigeii Beeoltenten an and sind wol die 
erde» rechnerisdi ans gemischt universalen nnd partikiiluren PtimiMen ge- 
logeaen Schlüsse yvn solchem Charakter. 

Dase mm aber die jJReeolisnte ane dem Bohenf dnzoh eine Klaneel 
nodi m TerroUeliiidigen lei, woxde bereits anegefthrt» — sowie aneb^ 
dass imgeaebtet des liebtes, wekbes Hern Yoigt^s ixbeii' noeb über 
diese und die AuflSanngsfrage in einer Himriobt gewoite, diese 
PtoUeme in einem andern nnd wesentUdien Sinne nocb immer sn 
iSaen sind. 



Süd wir biemaeb mii nnserm RQckbliek Aber die bis jelst an 
geböte stebenden Methoden der Algebra der Logilr an Ende, so mnes 
ieb den anletst (S. 451 ff.) besproefaeneo Fall rerspäteter C(erecbtigkeit 
nm Anlaea nebmen, ao^db noeb aweier analogen ZnlUle zu gedenken, 
die beide die Priorititareebte detselben Foreeberin beirefiiBiL 

Anf den einen Fall konnte ieb sdion in den Berichtigungen sur 
ersten Abteilung des gegenwärtigen Bandes, sowie in meiner Note in 
den Math. Annalen hinweisen, wo sich auch meine subjektiven £nt- 
lastimgsgründe finden. Trotzdem soll auch hier nochmals statnirt 
werden, dasa Miss Ladd^ (Frau Franklin) das Verdienst zukommt, die 
Bd. 1, S. 670 f. aufgestellten ii:^ Typen, in weMic die aus drei Klassen 
zusammensetzbaren Afisdrücle zcrfallm, erstmals gesehen und damit die 
mangelhafte Aufstellung von Jevons zuerst vollständig berichtigt zu 
haben. 

Der andere Fall betrifft das dem Hesuliat nach als Peauo's 
Formel 8. 168 des gegenwärtigen Bandes erwähnte und S. 175 • • • 178 
zur Lösung £!:ebrachtc Problem, die AnzaliJ (hr Aussoffen zn cnndidny 
icdche anijebUir suui über n Jif'jrl/f'r. Es war mir entgangen, dass 
dieses Problem wesentlich zusammenfällt mit demjenigen, welches schon 
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Miss Ladd' p. 61 • ■ • 69 behandelt in einer Untersuchimg, i\pr «ip den 

Titel ^ah: „Über die KoTisiitution des Universums". Ziifnltr»^ einer 

etwas auderJi FniL^pstflliiug fallt freilich die allu;' mf Formi 1 nebst 

den speziellen Zahiwerten bei Miss Ladd anders aus als bei Peano. 

Bei der mich irro führendoii IVoljlcinbe/.eiclmung und zufolge noch 
einiger andern Eigentümlichkciteo der Durütellung gelaugte ich erst be- 
dauerlich spät zum Vcrständniss von Ziel und Tragweite der gesamten 
hiMr von der genial«! Ver&sserin angesteUtm Betnuslitiingen. 

Implicite (Bosoflagen f^tmadnea dem Zeilen sn leeen'') gibt die 

VeriMserin auf die oben gestellte Frage als Antwort den Anadraok: 

welcher von dem Herrn Peano zag^Bchriebnen sich unterscheidet 
dnrofa den Wegfall der Subtralienden sowol anf der Zeile, als auch 
(des — 1) im Hanptexponeuten, nnd z. B. für tt = 2 die Anzahl 65536 
liefert Grund dieser Abweichung ist der Umstand, dass Miss Ladd 
B/aak di^enigen Aussagen mitrechneti die wir als nabsuzdsi'' aus- 
gesclilossen haben, — n&mlich die Aussage l^^O, erstlieh im Klassen- 
kalknl, besagend, dass die sngnind gelegte MannigfUtigkeit, der 
Denkberdoh oder das in DiskossioD befindliche üniTersum leer sei; 
nnd sodann die analoge Gleichung 1 0 des XusMi^enfcalknls, welche 
„Mnhx" nnd i^alsch^ fOr einerlei erklärt Letstere bleibt definitiv, unter 
allen Gesidhtspnnkteo, eine absurde Aussage; aber sie kann doch aller- 
dings angestellt werden, und es bleibt Gesehmackasache, ob man sie 
mitaahlen will oder nicht, — ftbngens auch nebensiichlidi, sofern bei 
ihrer Binreehnung die Gesamtaahl nur um Eins grosser wird. — Hin- 
gei^n hat die Zulassung dar enteren klassentheorotischen AbsuiditSt 
jedenftlls ihn Bereditigung, da ea fSr viele Untersuchungen ron Wert 
aein kann, auch die Möglichkeit eines leeren Denkbemehes im Auge 
SU behalten; hierdurch tritt aber au jetkr Mharen Aussago noch die 
Altemativo 1^0, yerbal in Geabalt von „oder auch die ganze Mannig- 
faltigkeit ist eine leere*, erentaell hinsu, wodurch sieh die Gesamtnhl 
der möglichen Aussagen noch verdoppelt. — Damit sind Miss Ladd's 
und Peano's Ergebnisse auf einander surfickgefllhrt 

Wie man in dar Arithmetik die TVage naeh der Ansahl der Kombinationen 

(ohne Wiederholung) von n memonten (oder die Summe aller Binomial- 
^ocfli/.ieutcn zum Exponenten w) beantwortet mit 2", indem man auch <iie 
nullte Kombinationsklasse mitrechnet, und nicht mit 2"— 1 oder gar 2*— 2, 
80 ist auch Miss Ladd's Antwort auf die oben gestallte Frage als der 
eleganteren der Vorzug zuzuerkennen Tor der von Peano und mir adop- 
tirten. — Die Methode, mitfcela weldier Miss Ladd ihr Besultat findeti 
untersdieidet sieh kaum wesentlich von deigmigen, dundi weldie es mir 
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erst so viel später (l. c.) gelungen ist, Peano's E^gdüdst xu begründen; 

nur in der Exposition 'lifferiren unsere ^pintfon, hier allerdings bis 

zur T^nkprintlichkeit, und vielleicht zum A drU il tier die Priorität besitzenden 
Autorin, deren Darstellung jedenfalls die kürzere ist 

Fast gleiclizoitig mit meinem Bd. 1 — kk gisabe etwas sp&ter — 

ist aaeh das Werk Ton Robert Grass mann' erschienen. Es kann 

nicht meine Aufgabe sein^ dieses um&ng- nnd inbaltreidie Werk, 

welches eine Tollständige DanteUung der exakten Logik za Terwirklichf n 

strebt, hier erschöpfend au resensiren. Zn seiner Ghaiakterisirung im 

allgemeinen will ich nur sagen, dass sein Ver&sser zur Auflösung 

Data nach einer Unbekannten sich meiner Kodifikation der Boole^sclien 

Methode anschliessiy — ohne flbrigens erheblichen Oebranoh daro« au 

machen. Und fwaa, dass derselbe sein System Ton Tomhereiii auf 

„Argamentationen Uber Individuen'' gründet» wogegen idi es mit Voigt 

für einfacher halte, gemSss Peirce alles Mos auf den Snbsumtionsbe- 

griff SU grflnden und Ton diesem aus das Individuum erst au de^niren. 

In der That muss^B. Grassmann bei seinem Verfahren gar zu hSnfig 

mit begrenzten Summen operirsn, wodnrdi manche Beweise ftlr ein- 

&che Sätee schon eine etwas unerquickliche Gestalt annebmen. 

Im flinsaliien muss idi sher wenigstens iwei Fdiler richtig stellen. 
Der erste findet sich p. IX, X, p. 27 und 35, wo Herr B. Qrassmann 
jegliche Zulassung einer Subtraktion und einer Division in die Logik als 

unvermeidlichen Widerspruch durclians verwirft. Schon von vom herein 
muss es befremden, wenn man, nach Kinführung der Addition und Multiplikation, 
die Frage: weiche x, zu h addirt, resp. mit 6 muitipliziit, denn a geboii, — 
abweisen oder verbieten wül. Ein Widerspruch soU sich nun ergeben ver- 
mSg« der beiden folgenden Anwendungen der Subtraktion und der Division, 
besw. wegen a — a 0 und a : a 1: 

a«a + 0«« + (fl — «)==(a + «)— a — a— •«■■0, 
a a • 1 — a(a : a) = (aa) : a a : a 1, 

oder, wenn a • |, = 1 gesetzt ist, 

« -» a • 1 = a(a • I) — aa • 1 tti = 1, 

wcnnit also allgemein, fllr jede Klasse a, bewiesen wftre, dass sie erstens 
Null, und zweitens, dass sie zugleich Eins sei. — Werden die beiden in- 

Versen Operationon ^r» flefinivt, wie im § 23 und auch schon in meinem 
„Opcrationskreis"^" § l, p. 2H ö. gosehehen, so sind diese angeblichen Be- 
weise leicht zu entkräften; schon an letzterer Stelle ist betont, dass 
asBociative Gesetze vne etwa 

a + (6 — c) — (rt + b) — c und a(b : c) ^ (nb) : e 

nicht allgemein und nicht unmodifizirt gelten; von diesen Gesetzen macht 
aber üerr 11. Gras^inunn einen hiernach nicht zulässigen Gebrauch in den 
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beiden ersten der drei obigen „Beweise", - — wie leicht zu zeigen. Im dritten 
dagegen lösst er blos die sog. „Valenzbedingung" ausseracht, d. i. die Be- 
dingung, dass ein Quotient ~ überhaupt einen Sinn habe, und welche (Bd. 1, 
8. 479, sowie ' 8. 39) als aft, -» 0 «rmittdi wurde; fBr den Quotienteii 
^ ist dieselbe souaoh o, » 0 oder a «■ 1, d. h. man kann von «mem QaotienteD 
i- in der That nur dann sprechen, wenn von ?om herein o — » 1 ist. 

Der zweite Fehler (p. 46 suh 105. b) besteht in der Aufstellung einnr 
allgemeinen Entwicklungsform für Funktionen beliebig vieler Argumente 
in Gestalt eines Produktes aus ebenso vielen Faktoren, von denen jeder 
linear und homogen ifi in Bttog auf je eines der Argumoite mid seine 
Negation — mit konstanten Koeffizienten, — ein selur widitiger und er^ 
folgreicher Sata, wofern er richtig wlve. Ffir swei Aigumento würde er 
etwa laoten: 

— (ux + ßx,){Y!f + «Jy,) 

aus der Oleidiaetroog mit der bekannten DarsteUting 

/*(x,y) = axy + 6a?y, + cx^y + dx^tf^ 

wflrde hier folgen: 

«/»a, «fd — d, ßy = Cj ßi^df 

womit ingleicb 

evriolitiiflli ist; tfese nioiit allgemein bestehende Beintion ergibt sich auch 
dnrdi Eliminntion der «, ^, d ans der vereinigten Hnllgleiohnng der 
vorigen vier Data als vollstilndige Resultante, also als Bedingung der Zer- 

legbarkrit von fix^tf) in die c''^dnr-ht«n Linea rfakforon — TTerr OraPsmann 
begnügt sich, zur Begründung seiner Behauptung auf seinen vorangehenden 
Satz, den für ein Argument, zu verweisen. — Mit dem in Rede stehenden Zer- 
legungssatz wird dann auch die Argnmmtation p. 68 sq. hinfällig. 

Das mfolge seiner Verdentschongsmanie mir sdiwer geniessbare Bneh 
6ras.smann's enthält übrigens neben manchem Wondwlichen Tiel Boacbtens« 
wertes; ich erwähne s. B. den Sata p. 43 sab 94: 

(ae — ftc)(ae, — 6c,) — (a — 6). 

Treffend ist auch p. XU die (gegen Wandt gerichtete) Ausführung (^vergl. 
Bd. 1, 8, S24), dass bei Niohtainerkenniuig Ton ab « ba „sprachlkhe und 
logische Benehungen** Terwechselt werden. »So s. Bw hat ein kriegerisdier 
Dentscher nnd ein deutscher Krieger sprachlieh einen verschiedenen Sinn. 

Denn ein kriegerischer T)<»Titspber braucht keineswegs Soldat zu sein, und 
ein dentscher Soldat braucht nicht kriegerisch gesinnt zu sein. Aber hier 
haben eben die Worte kriegerisch = kriegerisch gewinnt und Krieger Soldat 
gans Tersehiedene Bedentung und bilden logisch swd gaas fenchledene 
Begrilfe.«* 

Obwol wir schon gelegentiich, da und dort im Laufe unserer üntei^ 
snehuDgen, anf bestimmte Ph)blem6 hingewiesen haben als auf solche^ 



Digitized by Google 



I 69. B&ckblick nebsi Ergkutungen aus dem neueren Literatonnwachie. 457 

dib noek ilmr LSsoog liaireity so irill ich smn Sehliune doch »uf einige 

weitere für interesHULi und dankbar wa haltende Aufgaben noch anf- 

merksam machen. 

Frau Ladd-Franklin hat schon die Frage aafgeworfen, wie viele 
,^gikkalkuln" möglich seien, und dieselbe auch in einem bestimmten Sinne 
m beantworten gcsucbt. Die möglichen blieben dann aber noch anfznstellen 

und vereli ichrnd auszugestalten. 

Ais t'ine damit verwandte will ich beispielsweise die Frage aufwerfen: 
wie würde unser Denken sich gestalten, wenn wir, (neben den Operationen 
der drei SpeneB) nur Aber das Beiiehungszeiehen der Sdnnz ^ verfügten? 
Welche Probleme der elementaren Logik würden nns dann blos sngBnglieh, 
und welche wllrden neu hinzutreten, wenn anch die Verneinung dieses 
Be/.iehung8zefc}iens mit tn Hülfe genommen wünif^^r* Auf welclie Weise 
würen alsdann du fundamentalen Aufgaben der ümfangslogik am zweck* 
mfissigsten zu lösen? Etc. ^ 

la § 34 haben wir die Gergonn eschen 5 Eiementarbeziehangen ein- 
geführt und erOrteri Es gelang dann hn § 39, alle 33767 swiaohea xwei 
Begriffen A nnd B enWdichen ürafiagsbeiiduingeD nnter diesen fünf 
Bnhrihen (in dort%er Bsieiehnnng): 

a, «-a,6,r„ ß^a^hc^, y^a^b^c, 9 » a,he 

flbersichtlich zu klassifiziren. — Die fünf Rubriken schliessen aber eine 
Belatintlt in sich, insofern sie bemhen auf der Unterscheidang der zwischen 
A umä B denkbüen Elementarbesiehnngen. Dieser steht yon voniherein 

gleichberechtigt gegenüber die Unterscheidung der '/.wischen und jff, 
desgl zwischen A und J?,, desgl. zwischen und B^ denkbaren Elementar- 
beziehungen. Diese let^^tem werden bezflgli''^ (in den vier primitiven n. 
Cy l Dg Morgan's ausgednickt) durch folgende Aussagen dargestollt, denen 
man im Anschluss an unsere Terminologie etwa die lioks beigesetzten 
Kamen geben mag: 

b, «^ = 6,0,;,, jS* = 6,«/„ / = 6*' = b^al, 

1, f^=^c,6„ /^-/.r.Ä, a'-/,c6, 

wo dann die «, |3, y, 6 schlechtweg als Vertreter von a", y"^ 5* er- 
scheinen würden. Zweifell^^? würde es unsere Übersicht über lip 327»i7 
zulässigen Aussagen noch ausserordentlich erhöhen, wenn jemand sich der 
MfiQie unterzöge, die von uns fär das erste dieser vier Einteilungsprinzipien 
dnrohgeftlhrte Klassifikation auch auf die drei folgenden ausxnd^en, wenn 
er alle vier Klasdfikationett vasr Vergleichung brichte und ausUie, inwieweit 
dieselben ineinander, wie weit auch sie flbeninander hinansgreiftn. — 

Für die nlichste Zeit dnrch r!ien«?tlielie unfl andere ObHptrpnheit^n 
wissenschaftlich und vielleicht auch literarisch an Ketten gelegt und ausser 
Stande, die Sache selbst weiter zu venolgen, will ich schliesslich dem Leser 
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eili ünterauchiuigsfeld Terraten, welchts ich für fines clor r^llordankbarsien 
halte. Auf demselben wird eine Erweiterung des in unserm Systeme schon 
als nahezu abgeschlossen und fertig erscheinenden Amsagenkalhuls zu er- 
zielen selii. 

Li diesem hatten wir uns der ^intennYen*^ Sehreibong bedient und 

haben lediglich zu thun gehabt mit den drei identischoi Bpezies der Multi- 
plikation, Addition und Negation. In Anhang 4, 5 und 6 aber studirten 
wir den Kalkül mit „Gruppen" von Fmiktionalgleichungen , Algorithmen 
und Kalkulu, (sowie mit „Gruppen" fthcrhaupt,) indem wir uns der „exten- 
siven" Schreibung bedienten, bei welcher das Produkt der iotensiTen als 
Somme sich darstdlte. Die Fanktionalgleidmngen wavsn aber blos eine 
gewiss« Kategorie von AusiagenT imd der fragüdie QmppeiikaUnd moelite, 
wie 8clK>n bei dessen Begründung Bd. 1, S. 618 angedeatet wtirde, auch 
geradeTH! als „Aussagenkalkul" schlechtweg aufgefasst werden. Die besondre 
Natur des gewählten (iruppenaubstrates, nSralich der Funktionalgleichungen, 
brachte es mit sich, dass die Operationen der Negation und identischen 
Addition (in mteosiTer Deatung, nindich der AlteniatiTenbOdung) als 
interesseloB ausser Betraeht blieben. Dafllr aber drftngte sieli eine neue 
Operation oder Knüpfnm eise in den Vordergrund des Interesses, die wir 
extensiv schreibend als Multiplikation hinstellten, die wir aber, falls wir 
jetzt einmal bei der intensiven Schreibung des gewöhnlichen Aussage nkalkvils 
bleiben wollen, luit einem neuen, von + und • verschiedenen Knüptungs- 
zoichen darstellen werden. Wählen wir etwa ein Ringelchen o, gelesen: 
* {verknüpff) „»m/*', so wird, wenn A und B nun Aussagen (k<mstanten 
Sinnes) bedeuten, xur Verneinung und den Knüpfungen AB and A-¥B 
der beiden Aussagen, als simultan bez. alternativ geltender, das Knüpfungs- 
ergehnis?? AoB mit einer beistimmten Bedeutung hinzutreten, welche dann 
noch durch gewisse Nebenbestuiunungen verschiedentlich regulirt werden 
kami. Und zwar wäre solche Reguiirung logisch auf viererlei Weisen 
denkbar, von welohen aber nieht a priori endShttieh ist, ob sie sSntlicli 
8i<^ balibar erweisen, ob sie dnen piftsisen Sinn liefern und konsequent 
durchgeführt werden können; vielmehr steht dies nur von einer dieser 
Regulirungen von vornherein fest. — Es hJltte nSmlich Ä o B zu hedeuten 
die Gesamtheit derjenigen Urteile, welche die sämtlichen denknotw endigen 
Folgerungen der Aussage A äusserlich gemein haben mit denen der Aus- 
sage By — sei es schlechtweg, absolut genommen, sei es auch relativ, 
nSmlidi innerhalb eines Anssagenfeldes oder UniTersums {7, das bloa ans 
den Aussagen Ton einer bestimmt vorgeschriebenen Form besteht, die als 
Konseqnen7.en von A^ JB, • • • in Betracht gezogen werden, — und zwar 
die „denknotwendigen Konsequenzen" entweder im absoluten Sinne, an sich, 
o7*«f, oder im relativen Sinne, md Bezugnahme auf ein axiomati.sch an- 
erkanntes System von „Piinzipien verstanden. Mit den beiden eiu- 
echrilnkenden Belatiritsten ist, wie unsere Anhänge geoffenbart haben, die 
Begriffsbestimmung sicherlich eine znUssige, der TolÜcommensten Prftzision 
nicht ermangelnde. Und sofern sich ein gleiches auch Ar die drei andern 
Kombinationen (zwischen absolut und relativ in der einen und in der 
andern Hinsicht) herausstellen sollte, haben wir in Gestalt von AoB 
jedeotalls eine Knfipfung vor uns, die für sich betrachtet eindeutig, kouuuiu- 
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tatiVf assoziativ und dem TautologiegesetM vnta'worfen ist, die in Bezug 
auf "ijj Iiis die Null und U als die Eins „modnlan>" Eigenschaften besitzt 
wnd endlich zu der (identischen oder intensiven ) Auasagenmultiplikation in 
dem je nur einseitig als Subsumtion geltenden Zusammenhange steht: 

{ÄoB)(Äo0)^Ao(BC) I A(BoC)'^{ÄB)o{AC). 

Zu den vier erwlihntcn Spezies käme viellflidit als ümkdlinnig der letzten 
Knnpfnng noch eine fünfte hinzu; indess wäre zu untersuchen, ob nicht 
die Negation als unbedingt ausführbare Operation dann preisrro^rol.oTi werden 
müsste. U. 8. w. Es erscheint als eine Frage von holiem trkenntniss- 
theoretischem Interesse, welche Gestalt der Aussagenkalkul dann anuelunen 
wfirdfl^ nnd in welcher Bichtong er ncli weiter entwickeln liesie. 

SchliesflUch freue ieh mich, noch das Woii zu hnhen zu einigen 
teils penSuliehen teils sachlichen Bemerbuigeii, weldlie falschen Auf* 
fassongen des Tcrliegenden Werkes TOiznbeugen geeignet sind, oder 
audi weitere Anr^nngen geben mSgen. 

Auf einem Felde, auf welchem schon so Tiele Forscher ihatig 
gewesen und Toianssiohtlich noch thfttig sein werden, kann es nicht 
ansbleihen, dass man Aber ein allgemeiB an adoptirendes Beseidmungs- 
system sieh wird einigen mtlssen. In Beaug auf die arithmetischen 
Yergleichungsaeidhen, die Bexeichnung der Operationen und Elementar- 
fnnktionen der allgemeinen Arithmetik und höheren Analysis ist über 
die ganze ciTllisirte Erde solche Einigung glttcUich eizieli Di^cgen 
auf dem Felde der exakten Logik sind swar die meisten Bearbeiter 
darAber schon einig, welche Snfiplungen und Beaiehungen sls wesent- 
liche Tcrmittebt besondrer Zeichen dargestellt werden mOssen; ansserlich 
aber gestaltet ein jeder sich diese Zeichen noch indiTiduell nach seinem 
subjektiTen Geschmacke. 

Auch ich habe nicht umhin gekonnt, in manchen Einaelheiten es 
ebenso su macheui und ich darf mir schweilidi mit der Hof&iung 
Bchmeichehiy dass gerade meine Bezeicfanungsvorschlftge allseitige Billigung 
und Annahme finden werden. Aber ich habe mir wenigstens angelegen 
sein lassen, dieselben sorgfaltig zu motiviren, und glaube auch, Ton 
Bezeichnungen andrer Autoren, die vielleicht einigennassen rezipirt er- 
schienen, immer nur dann a^jewichen au sein, wenn sachliche Gründe 
dazu drängten. So hoffe ich, wenigstens an einer Klärung der ein- 
schlsgigen Fragen beigetragen und auf die Enreicfaung jenes oben ge- 
nannten wichtigen Zieles mit hingearbeitet zu haben. 

Eine Zusammenstellung der von verschiedenen Autoren gebrauditen 
Idezeidmungsweisen, die eine Art j^Sehlfissel'' zur LektOre der betr. 
Werke bildet, hat schon Herr Venn in ^ gegeben. Es wäre verdienst« 
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lieh, diese ZmammemteUiing bis zur Gegenwart fortzuführen und n 
TenroUfüudigeti, noch mebr aberi dunit eine Kritik dioeer Bewidin!iiig»< 
TOFBcUSge m TearbindeiL 

Ich gestatte mir, beispielsweise Über die Art, wie Herr Peano sich 
die wesentlichen Zeichen gestaltet, mich, zur Stelle kritisch zu äussern. 
Nidit BW itfe niBiKcih dieMr Astor «iiier der begabtesten und tii&tigstea 
Forseher, welche die Methoden der exakten Logik auf immer mehr neue 

Anwendungsgebiete fibertragen und in diesen erfolgreich yerwert^n, sondern 
derselbe ist auch neuerdings mit seinen Bezeiehnungsweisen in deutsche 
mathematische Zeitschriften, bis in die „Mathematischen Annalen^ vor- 
gedrungen. 

Die Negation drficfct Herr Peano ans Termitlelst eines vorgesetzten 
Terkttnten lOnnszeiehens; er sohieibt — a für unser a„ Boole's «. Dies 
kostet mehr Banm anf der ZeUe^ ist, besonders in der Schreibsehrift, leicht 

mit dem Minuszeichen selbst, fv. mirh mit dem SiIhr'ntrpnrmiigS7.eichen zu 
verwechseln, und zieht endlich v rnif hitf Anbringung von Klammem nach 
sich, z. B. schon beim Addiren und Multipliziren negirter einfacher Sjmbole. 
Ans diesen Gründen, die noch zu den in Bd. 1, 8. 800 sqq. angefahrten 
hinsntreien, kann ieh diesem Yorsdilag des Herrn Peano nieht beitareten. 

FOr cÜe identische Null nnd jBins gebnuidit Herr Peano in ^ xwei 
aparte Zeichen, nämlich einen ganz leeren und einen ganz geschwärzten 
Kreis vom Durchmesser der Nullenhöhe. Dies ist jedenfalls unverfänp]i("h. 
Die identischen Zeichen 0 nnd 1 von den arithmetischen zu unterscheiden, 
kann peremptorisch geboten sein, lässt sich aber auch einfacher erreichen 
etwa dnrch Apostrophirung derselben da, wo sie als identische anftreton. — 
Spiter hat Peano die obigen Zeichen für 0 und 1 dnrch andere ersetst, 
und zwar im Hinblick auf deren aussagenrechnerische Deutung die Aussagett" 
eins i durch V als den Anfangsbuchstaben von ventRs oder verum, die 
Aui»äagennull durch ein umgestttnites F, nämlich das /eichen zugleich 
erinnemd an den Anfangsbuchstaben A in absurdiuu. Auch Peirce bedient 
sich einmal der Zeichen eines fstten v und f (falsum). BedenUidi ist 
dies nieht; doch scheinen mir die Zsadien Ö nnd 1 oder 0* nnd 1' den 
Vorzug zu verdienen. 

Für das identische ProduVt ab nnd die identische Sunune a + & schreibt 
Peano (bei Klassen wenigstens); 

a A ^ lesp. a^hf 

wobei man sich die leicht zu verwechselnden Zeichen '*> und w etwa durch 
die Bemerkung mnanonisch ebprägen mag, dass das Zsidien v, wie eine 
Schaukel, die man swimhen a und b hin und her schwankend denkt, die 

Alternative zwi fachen beiden bezeichnen solL Nur swischen spMifisirten 

Aussagen lässt Peano sein Produktzeichen ^ weg FfVr die Zeichen nnd u 
Spricht, dass sie noch nicht anderweitig vergehen, einander dual entsprechend 
und von den numerischen Mal- und Pluszeichen deutlichst unterschieden 
sind; g^en dieselben, dass dabn der Znsanunenhang mit den Zeichen 17 
und £ der identisdien Pkoduktation und Summatko, deren unsere Zeicta- 
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Sprache doch dnrchaus nicht zu eutraten vermöchte, verloren geht, — ja, 
dass dann wol auch die ganze hierher gehörige Nomenklatur (Produkt, 
Multipliziren, mal, u. s. w.) als nicht passend zu erneuern wKre. 

Statt unseres Subsumtionszeichens ^ wendet Herr Peano, — was sicher 
kein Vorzug ist, — meist zweierlei Zeichen an, nämlich zwischen Klassen 
ein £ als den Anfangsbuchstaben von iarl, „ist", zwischen Aussagen dagegen 
ein umgekehrtes C, also Q, was erinnern soll an concluditur (e contenuto), 
und mit einem schon von Gergonne* gemachten Vorschlag nahe zusammen- 
föllt Ich glaube unwiderleglich dargethan zu haben, dass ein besonderes 
Zeichen für die letztere Beziehung entbehrlich, m. a. W. dass die Kopula 
der kategorischen Urteile auch für die hypothetischen verwendbar ist. 
Gegen Peauo's t aber ist einzuwenden, dass dies ein anderweitig, z. B. 
als Quantitätssymbol vielfach gebrauchter und beschlagnahmter Buchstabe 
ist, der sich als solcher in den Rahmen der Beziehimgszeichen möglichst 
schlecht einfügt — Allerdings bin ich auch überzeugt und habe es schon 
gelegentlich (Bd. 1, p. 482) ausgesprochen, dass man unter Umständen noch 
einer besonderen zweiten Art von Subsumtionszeichen bedarf, nämlich neben 
einem solchen für die ursprüngliche noch eines anderen für die abgeleitete 
Mannigfaltigkeit. So kann, wenn wie gewöhnlich a 6 die Einordnung 
eines Gebietes a in ein Gebiet b ausdrückt, der Satz, dass das Gebiet a zur 
Klasse J der Individuen gehöre, oder dass a ein Punkt J sei, nicht zugleich 
durch a=^J dargestellt werden. — Doch ist hiervon bei Peauo nicht die 
Rede. 

Endlich führt Herr Peano als Surrogat für die Klammern im Aus- 
sagenkalkul eine unbegrenzte Reihe von Zeichen ein, bestehend aus einem, 
zwei, drei, vier, fünf, . . . Punkten: 

ich möchte sie „Trennungszeichen" nennen; ein mehrpunktiges Zeichen trennt 
alles, was in sich nur minderpunktige Trennungszeichen enthält, während 
schon die Wirkung des einpunktigen Zeichens sich über alle Beziehungs- 
und Knüpfungszeichen, z. B, =, <C, +, etc. hinweg erstreckt. Z. B. 
lautet unser Prinzip II hiemach 

sollte das Ganze etwa als Anfangsglied einer komplizirtereu Überlegung gelten, 
so wäre dahinter zunächst ein dreifaches Punktzeichen zu setzen. U. s. w. 
Die Formeln werden dadurch in der That übersichtlicher, indem dabei eine 
Überladung mit Klammern geschickt vermieden ist Der Kuustgrifl* hat 
etwas Geniales und Bestechendes. Allein derselbe setzt voraus, dass man 
mit Peano sich durchweg enthalte, den Punkt als arithmetisches Malzeichen, 
sowie den Doppelpunkt als Divisionszeichen zu verwenden. Während Herr 
Peano erstcres Zeichen uuausgedrückt lässt, stellt er den Quotienten a l b 
„a durch mittelst vertikalen, leicht nach vorn geneigten Bruchstriches 
in der Gestalt ajb dar, — wie auch in englischen Zeitschriften (Math. 
Qnestions etc.) schon zuweilen geschehen. (Ich habe selbst anderwärts** her- 
vorgehoben, dass die Eleganz fordern kann, in solchem Falle den Nenner 
regelmässig dem Zähler voranzustellen, wozu man den leicht rückwärts ge- 
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neigten Yntikakfaridi ~ Mgtr daaebwi nooh — Y«nrenden kAnnte: 

^ in flr — Damit irt nun iber die SdiwBehe des Peano'aehen 

YoncUageB suiage getreten: Die erwflnscbto aUgemeine Annahme des neaen 
logischen Betiicluittngs^stems hätte zur Vorbcdingxmg die Absdiaffang der 

beiden in der gesamten mathematisclien Welt schou allgemein eingebürgerten 
MultiplikatioDs- und Divisionszeichen! Da behelfen wir uns doch lieber 
noch mit den runden, eckigen, geschweiften, grossen und kleinen lilauiintru 
nnd gehen nidit olme Kot von den schon bintdienden Beaeichnnngsge- 
pflogenheiton ah. 

Ein zeitgemässea und hochverdienstliches üutenielimen dürfte sein: 
eine Geschichte der gesamten bisherigen Bestrebtmgen auf dem Felde 
der exakten Logik, die ja bereits in frühere Jahrhunderte zarückreichen. 
Brauchhares Material hieza glaabe ich hier iu Gestalt Yon Literaturan- 
gaben und kritischen Darlegungen vielÜMsh geliefert zu haben. Anderer- 
seits sei es aber doch auch einmal ausgesprochen, dass mir hier ein 
solches Ziel {em gelegen-, ich wünschte, den Entwicklongsgang onserer 
Disziplin zu fSrdem, nicht aber darzustellen, oder — wenn ich ein 
stolzes Wort gebrauchen darf — Qeechiehte aa maidien, nieht an 
schreiben. 

Andernfalls hätte ieh auf eine Menge von in unserem LiteraturveReichniss 

anfgefübrten Erscheinungen ausführlich eingehen müssen — wie do Castillon", 
Delboeuf\ Macfarlaue* und andere, — die ich nur flüchtig oder gar 
nicht gestreift habe, weil mir das in ihnen Niedergelegte als eine vorüber- 
gebende Entwicklung^phase oder anderweitig überholt erschien. 

Im Anschluss hieran möchte ich diejenigen unter den lebenden 

Mitarbeitern unserer Disziplin, welche vielleicht das von ihnen selbst Ge- 
leistete hier zu wenig berücksichtigt oder hervorgehoben liuiku möchten, 
bitten, sich nächst Vorstehendem noch zweierlei vergegenwärtigen zu 
wollen. Einmal würde die Wertschätzung ihres eigenen objektiven 
(nicht subjektiven) Verdienstes sich wol oft noch erheblich verschieben, 
wenn sie zu einem Überblick über die Gesamtheit aller einschlägigen 
Leistungen zu gelungoü trachteten, und sie wird, wie ich überzeugt bin, 
sich der meinigen nähern, sobald diese Autoren auch nur das vorliegende 
Werk sorgfältig durchgearbeitet haben werden. — Es braucht nicht 
betont zu werden, dass ich von Personen absehend immer nur das 
Interesse der Sache im Auge hatte. 

Sodann ist es in der That gerade auf dem Gebiete des Selbst- 
verständlichen, DenknoUvendigen besniulciö Hchwierig, allen Prioritäts- 
ansprüchen vollkommen gerecht zu w erden, bei Darlegung von Dingen, 
auf die so Viele — in mehr oder minder abweichender Form — selb- 
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ständig verfielen, diese Letzteren allemal vollzählig zu nennen und 
unzweifelhaft festzustellen, wer eine solche Wahrheit erstmals aus- 
gesprochen. 

Beispielsweise erscheint als Grundpfeiler unseres Lehrgebäudes Herrn 
Peirce's Definition (3). Ich schreibe sie diesem Autor zu, obwol schon 
vorher Herr McCoU ebendieselben Sätze, die in verbaler Fassung als selbst- 
verständliche sicherlich längst Gemeingut aller eine Sprache Sprechenden 
waren, auch in der Zeichensprache des Aussagenkalkuls formulirt hatte. 
Als das wesentliche Verdienst erscheint mir nämlich die Stellung, welche 
Herr Peirce diesen Sätzen im System der Logik anwies, indem er sie eben 
zu grundlegenden Definitionen erhob. — Ebenso glaube ich, den Satz Th. 46), 
dass die Negation einer entwickelten Funktion zu gewinnen durch Negiren 
der Koeffizienten, mir selbst zusprechen zu dürfen, obwol ich nachträglich 
innegeworden, dass fttr den Fall eines Arguments derselbe beinahe zu- 
sammenfällt mit einem von Herrn Peirce schon früher publizirten Satze, 
dem Th. x) von Bd. 1, S 376: 

(a 4- x,)(b + x) = ax + bx^] 

die aufgrund der Theoreme 36) und 31) naheliegende Anmerkung, dass 
hier die linke Seite die Negation von a^x + ft,ar, vorstellt, ist das noch fehlende 
Glied der Kette, die letzte Sprosse zur Leiter der Wahrnehmung meines 
Theorems — abgesehen von der Ausdehnung auf mehr Argumente. — 

Immerhin ist ein Ühersehen, eine Ungerechtigkeit meinerseits 
nicht ausgeschlossen bei der schon so ausgedehnten Literatur über den 
Gegenstand, welche nicht nur eine vielsprachige ist im gewöhnlichen 
Sinne, sondern auch infolge des Gebrauchs der verschiedenartigen Be- 
zeichnnngssysteme gleichsam die Entzifferung von mancherlei Geheim- 
schriften erfordert, — ganz abgesehen von Schwierigkeiten anderer Art, 
mit denen man zu kämpfen hat, um sich alle Erzeugnisse dieser weit 
zerstreuten Literatur überhaupt nur zugänglich zu machen. Die durch- 
aus und allseitig befriedigende Bewältigung der damit angedeuteten Auf- 
gabe würde nicht nur ein aussergewöhnliches Gedächtniss, sondern auch 
eine Sammlung und Müsse zur Konzentration des Geistes erfordern, 
wie sie die mannigfaltigen Berufsgeschäfte wol selten einem Autor be- 
willigen. — Ich werde jede etwaige Berichtigung dankbar anerkennen 
und nach Kräften zur Geltung bringen. Die letzte Hand an das Werk 
der ausgleichenden Gerechtigkeit zu legen, wird der Geschichtsschreibung 
überlassen bleiben. 




Sechsundzwanzigate Vorlesung. 

§ 53. Meine Kontiovexee mit Traa Tranklin-LAdd ein lebxMiohM 

Kapitel. 

Zur Äiiiialmunj; vmd ^ erbn ]tnn^ eines ri<"htio;eii \ erstimJiiis>p»4 

der hier vorgetru^n/iuMi Aii.ssa^f'iit)u'ijtii' dflrftt; we.^t'athcii ^»t^itrageu die 

Darlegung meiner ein8chlägi'i;<'ii Koutrovi ise mit Frau Frau k 1 1 n-T^jidil, 

woran nu-h nkdann noch eiue zweite ¥0u luelir aUgememiogischem 

Interesse anreihen wird. 

Mit Geschick ffrit!" Frau Frank lin-Ladd einen gewissen wesentlioheu 
Teil jener Theorie aut das heftigste au — saerst im Sommer 1891 im 
pfln&nlieliaii GedankeneiutaiiHh und aodum spiter auch brieflidi, und 
foiderto mieli 80 imr Vettnidigiiiig lieraua. IKe KontvoTtne ist aeitdem 
auch eine öffentliche geworden durch die Besprechung meines ersten Bändel 
in der Zeitschrift „Miud", worin Frau Frankl in-Ladd* auf den Inhalt des 
zweiten Bandes abschweilt und mir dabei einen handgreiflichen Irrtum, 
einen „distinct error'' vorwirft. Wenn sie mir übrigens ebendaselbst einen Be- 
weis dafttr smeliieibt, SuliMctioii und IHvirion leieii uuratflilubare Ope- 
ratumeD, mid edioo dieie Namen seien sinnloee, so muss sie miciL wol mit 
Bobert Grassmann Terwecbselt babeDi gegen dessen einschlKgige Ans- 
fftlirnngen ich oben S. 455 f. ankämpfe. 

Die Angriffe richteten sich zunächst gegen die Konaeqaeuen, die 

ieh S. 66 nnd 68 in Geatalt der Sätze 

1) (A + 0)^(A^i), 

2) {Ä + B) = (A^B,)^ (A =-B) 

aus dem Peirce'sehen von mir aia spezifisches Prinzip des Aussagen- 
kalkuls*^ bezeichneten Satze 

3) — ^ 

gezogen habe; sie kehlten sieh apiter gegen diese« Priniip selbst Da 
Fran Franklin meinen |,Fehlei^ nicht direkt aufweisen konnte» snehte 
sie meine Sitae mit ungemeinem Seharftinn dureh Beispiele ad absur* 
dnm SU fDlum Ehen diese Beispiele und deren Riehtigptellmig er- 
achte ich fllr iusaemt lehrreich. Es ist Tonuisanfehen, dass ahnliehe 
EinwSnde vielfach anch noch von andern Seiteo cur BekSmpiiing dei 
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LogikkalkulB vorgebracht werden, und da dieselben oft etwas Be- 
stechendes oder Verblüfiendes haben, so mag es sich empfehlen, hierdurch 

die eine oder iindi rü Waffe dagegen an die Hand zu geben. 

Einwürfe von Frau Franklin Liegen die Gültigkeit von 1) und 2). 

u'i Jemand will in Aliredc stellen die luehtigkeit der Behauptung: 
„Es trifft immer zu (It is ahvays tbe easei, tlass einige Arzte fehlgehen" 
(that some doctors are mistakenj, rniiiun der Behauptung 

Bofem d die Ante (Doktoien) and m die menaolilieh Irrendfln beniehnei 
Die „wahre Texneinmig^ (tnte deinial) wird aein: Es kommt Tor, 
dass kein Doktor fblügeht (there are timea, when no ä m), sonmsh 

«.) (,im = 0) + 0, 

wogegen „meine Ableugnung** (Schröder'.s denial) obiger Behauptung 
lauten würde^ und auch in der That nach Sats 1) lauten muss: 

(i» + 0)-0, 

d. h. Es kommt niemals vor (it never happeiis\, iam es Arzte gibt, 
die fehlgehen; kein Arzt iat jemals im Irrtum (^o doctors^ are ever 
mistaken)! 

Also Satz X) ist falsch. 

Meine Entgegnung: vSie vergossen, gnädige Frau, dass wir nur mit 
wohldefinirten Klassen rechnen (Bd. 1, S. 162). Von iceklum Ärzten 
wollen Sie denn reden? Von denen, die heute ein gewisses Kranken- 
bett umstehen, oder von andern, oder vielleicht von allen Ärzten, die 
es je gegeben hat und noch geben wird? — Es wurde letzteres fest- 
gesetzt. — Nun gut, dann fratrf* ich: hohpu schon Arzte sich getäuscht^ 
gibt es solche, die fehlgehen? Schwerlich möchte dies jemand ver- 
neinen. Dann aber ist also die Behauptung c^) richtig, und wird 
ewig richtig bleiben: Die Klasse der sich irrenden Ärzte ist keine 
leere. Wer dies aber bestreiten wollte, der müsste diese Klasse als 
leere hinstellen^ aomit in der That behaupten, das» jeder Arst nn> 
fehlbar wäre. 

Ausdrücke wie: es trifft überall au, ea kommt stets vor, ist duroh« 
weg der Fall, it happene, it occurs, there are times when * • *, etc. 
entsprechen nicht genau der Anwendung der Aussageneins und Ter* 
leiten dasu, die Subjekfcklasse der Aussage in schwankendem Sinne zu 
nehmen, wie in unserem Beispiel, sie verschiedentlich auf die Axate 
bald an dieaem, bald an jenem Krankenbette, seien ea die TOn geatm, 
seien ea andre von beute, einschränkend an beaieben. 

SanBan, AlgrtA dm Logik, t. U. dO 
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Der gleiche ÜbenätungsfeM&r wie bei a^) liegt Tor bei Formel 
welol» snfolg» des mnaCrittenoii Satiet 1) sich nmaelireibt in 

(<lm- 0)-l 

und in dieser Gestalt dureb beiderseitiges Negiren (Kontraponiren) mit 0|) 
übereinkommt. 

Man kltante biesa bemerkeiii die obigen Ansspiftobe in Worten seien 
dodbi nnmiitelbar wob dem gewtflmliclien Leben and Denken hergeTiommee 

und ganz richtig gebildet, imd darum spreche der gertigte ümsttnd, dass 

sie nicht durch Fonnolii wie u^) etc. dargestellt werden können, nicht po- 
wol gegen jenen Gebrauch der Wortsprache, als vielmehr gegen die Brauch- 
barkeit der Formeln. — Letzteres ist eine Frage lür sich. Handelt es 
flieh aber um die GQltigkeit oder Widerlegung allgemeiner Fonnela&tse 1) etc, 
so können dnm Terbale Anssprllelie naärUeli nur insoweit taugen, als sie 
eben mit den angezogenen Formeln Uappen. 

So vrnrdf^ mir denn auch nur 55ugcgeben, in einem gewissen „weit 
abliegenden" Simu (m a certain remote scnse) sei meine Ausführung richtig 

ß) Andrer Einwurf von Frau Franklin-Ladd, Es bedeute Ä 
das Urteil: Alle Ärzte irren, B das: Alle Patienten sterben j za ent- 
scheiden sei, ob die Behauptung 

gilt oder nidhi Dieielbe besagt: ImiDer dann und nur dann (wlien 
and only when), wenn alle Äzste irren, sterben alle Patienten. 

Die „wahie Yemeinmig^ wftre: Das ist nicht ao; denn ea gibt 
Fille (times), wo alle Ante inen nnd doch aidit aUe Patiemien steilwn, 
oder aber aticfa solche, wo nicht alle Ante inran und dennoeh alle 
Patienten sterben, — entsprechend dem Ansatae 

ÄB^ + A^B'^ 0. 
Da ich nun aber hierfür gemäss Satz 1) schreibe: 

ÄB,'{^A,B^ i, 

oder auch Uinkt nach dem Schema 

TOD Sata 2) mflsse nnn meine Venisinniig lauten: Immer dann und 
nur dann, wenn alle Ante imn, sterben nicht aUe Patienten; oder: 
Ausschliesslich dann, wenn nicht sJle Ante irren, sterben alle Patienten. 

Da nnn die urspningliche Aussage ^4 «» in der That an Te^ 
neinen, meine Yemeinung aber widersinnig sei, so mttsse, folgert Pran 
Franklin-Ladd, diese Verneinung inkorrekt gebildet sein. 

Entgegnung. Zuvörderst mnss ich wieder Yerwahnmg dagegen 
einlegen, dass der Auedruck „Alle Ante*' sdiwankend bald auf diesc^ 
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bald auf jene Gruppe von Ärzten angewendet werde; am einfachsten 
versteht man wol darunter die Arzte überhaupt, wie oben bei a). — 
Cin gleiches muss ich hinsichtlich der Patienten verlangen. Auch 
dürfen wir, nachdem von Ärzten die Rede war, nicht etwa von deren 
Patienten sprechen, da wir sonst zur korrekten Einkleidung schon der 
ursprünglichen Aussage erst in die Logik der Relative eintreten müssten. 
Noch weniger darf ein kausaler Zusammenhang unterstellt werden, als 
ob etwa gesagt sein sollte, dass die Patienten alsbald zufolge der ärzt- 
lichen Behandlung stürben. 

Nun — dann, meine ich, ist die Aussage B zweifellos zu bejahen: 
schliesslich sterben ja alle Patienten nicht nur, sondern überhaupt alle 
Menschen. Also B = i. 

Würde man nun nach dem „Errare humanum est" ganz in gleichem 
Sinne auch die Aussage A gleich 1 setzen, so wäre also die Aussage 
A = B zn bejahen. Dann wäre aber auch nicht zu verwundem, dass 
die Verneinung absurd erscheint, indem sie auf 1=0 hinausliefe. 

Allein es konnte ja auch sein, dass es Arzte gibt, die in ihrem 
Leben niemals fehlgehen. Dann ist A = 0 zu setzen und A = B zu. 
verneinen, die Verneinung dazu also richtig. Dieselbe kommt in der 
That in der Form A = B^ auf 0 = 0, in der andern A = B auf 
1=1 hinaus: dass alle Arzte irren, gilt immer dann und nur dann, 
wenn nicht alle Patienten sterben, da beides nämlich nie gilt, u. s. w. 

y) Frau Franklin-Ladd forderte mich heraus, überhaupt nur 
einen verbalen Satz aufzustellen, in welchem das Theorem 2) sich als 
richtig erwiese. 

Ich gestehe, dass dies seine Schwierigkeiten hat wegen der Unter- 
stellungen, zu denen die Wortsprache fast allerorten verleitet, und die 
nach den Postulaten des Kalküls auszuschliessen oder doch erst mit 
korrektem Ausdruck in die Zeichenform ulirung aufzunehmen sind. 
Sofern das vorstehende Beispiel ß) nicht für genügend erachtet wird, 
will ich jedoch mit noch einem Beispiel auf die Herausforderung ant- 
worten. 

Sei A die Behauptung: Die Materie ist unzerstörbar, B die: Die 
Seele ist unsterblich. 

So gilt für einen Anhänger des Unsterblichkeitsglaubens das Urteil 

A^B 

als ein auf 1 = 1 hinauslaufendes: Immer dann und nur dann, wenn 
die Materie unzerstörbar ist, (das ist: stets,) ist die Seele unsterblich. 
Ein Agnostiker oder Materialist will diesen Satz bestreiten. Er 

80* 
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gibt zwar die Uoieittörbarkeit des Stoffes zu, ist aber der Überzeugnng^ 
dass die BOgsauaAn Seele als bloeser Meorkmalkomplex ihres KSrpeis 
mit diesem sa|^di der ZerstSnmg anheimfalle. Fflr ihn wird also 
A^i, B^O ond A'^B sein; soi^eioh wird derselbe aber damit 
auch die beiden Aussagen anerkennen: 

A,'^B und A^ B„ 

deren erste mit 0 = 0, (U-reu letzte mit i = i übereinstimmt; in 
Worten: Ausschliesslich dimn, wenn die Materie zerstorlar lat, wird 
die Seele unsterblich sein. ilitn(i''s iiämlich güt mi€,) resp. : Ausschliesslich 
dann, wenn die Materie unzerstörbar ist, ist die Seele sterblich, (nämlich 
immer.) 

Ich habe hierbei als Negation des Satzes: „Die Öeeie ist unsterblich'' 
der gewohnlichen Gepflogenheit und der Bequemlichkeit des Ausdrucks 
zuliebe den Satz gelten Lisseu: .,Die beele ist sterblich", und bin ähn- 
lich auch bei der Vomemung des andern der beiden Teilsatze Tor- 
geL!;;iiigen, — was aber, wie andor\värt8 Rclion von mir ausgeführt, 
keineswegs korrekt ist. E? könnten ja auch einige .Seelen — die „der 
Oereehten" 7. B. „in den Himmel kommen", dagegen andere, die der 
unbekehrten Sünder, dem Nirwana anheimfallen, — nebenbei gesagt 
Möglichkeiten, dergleichen die „Logik des Inludte^^ begreiflicherweise 
regelmässig zu übersehen pflegt! 

d) Ein Torzüglicher Vorhalt der Frau Franklin-Ladd iat 
dieser: 

Ein schlechter Mathematiker sagte eines Tages: Die Thatsache {A), 
dass zwei Dreiecke zwei Seiten nnd den Gegenwinkel der einen Ton 
ihnen bezüglich gleich haben, ist notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass (£) die Dreiecke kongruent sind. (Bekanntlich ist sie nicht 
huueichend, sondern es ist dazu, nach dem sog. vierten Kongruenzsatze 
noch ausserdem erforderlich, dass es die grössere von den beiden als 
gleich bekannten Seiten sei, deren Gegenwinkel in beiden Dreiecken 
Übereinstimmen). Professor Schröder wünschte die Behauptung A^B 
jenes MaUiematikers zu bestreiten; er sah sich aber nach seinem 
Satze 3) genötigt, dies in der G^talt der Gegenbehauptung 

sei es A^^B, sei es A'^B^ 

zu thun; das heisst: 

Dass zwei Dreiecke nicht zwei Seiten und den Gegenwinkel der 
eiut'u gleich haben, ist notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die Dreiecke kongruent sind, resp. gar: 

Dass zwei Dreiecke zwei Seiten und den Gegenwinkel der einen 
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gleich haben, ist notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
diese Dreiecke nicht kongruent sind! 

Nein, so etwas spricht doch fUr sich selbst! 

Meine Entgegnung. Gemach, gnädige Frau. Um recht behut- 
sam znwerke zu gehen, wollen wir erst einmal von zwei ganz bestimmten 
Dreiecken sprechen. Dass in beiden Urteilen Ä und B die nämlicfien 
beiden Dreiecke gemeint sind, lasst sich in der Zeichensprache der 
Algebra der Logik nicht zum Ausdruck bringen, ist also in den Inhalt 
der Urteile selbst aufzunehmen. Es soll daher Ä etwa das Urteil be- 
deuten: Die Dreiecke abc imd ab'c stimmen überein in zwei Seiten 
bc = b'c, ac = ac' und dem Gegenwinkel a = a der ersteren von 
ihnen; und B das Urteil: Die 
Dreiecke abc und a'b'c sind 
kongruent. 

Haben wir alsdann die 
Dreiecke der Fig. 31 im Sinne, 
80 ist ^ = 5 = i , die Behauptung A = B zutreffend und die Ver- 
neinung in ihren beiden Formen A^ = B und A = B^ unrichtig. Haben 
wir dagegen die Dreiecke 
der Fig. 32 im Auge, so 
ist A = i, J? = 0, also 
die Behauptung A — B 
zu verneinen; es ist also " 
A =^ B, und damit ganz richtig A^ = B und A == B,, nämlich auf 
0 = 0 resp. i = i hinauskommend. 

Also im speziellen Fall bewahrheitet sich mein Satz 2)! 

Gehen wir nun zu unserm allgemeinen Satze über, so kann ich 
Ihnen, gnädige Frau, den Vorwurf nicht ersparen, einen ,^e}ilschltiss aus 
unzulänglich^' Ikzeichnuwf' (fallacy of insufficient notation) begangen 
zu haben. (Über diesen vergl. weiter unten.). 

In der Aussagenäquivalenz A = B schlechthin ist nämlich, nach- 
dem die Aussagen A und B wie vorstehend genauer prazisirt sind, 
noch gar nicht ausgedrückt, dass das, was wir soeben an den beiden 
Figuren bald als zutreffend, bald als nicht zutreffend erkannt haben, 
von jedem beliebigen Dreieckpaar abc und ab'c behauptet sein solle. 
Will man aber gerade die Allgemeingültigkeit bestreiten, so muss die- 
selbe zuvor in der Formel ihren zulänglichen Ausdruck nach § 30 
finden, indem man der Behauptung A = B ein Produktzeichen vorsetzt: 
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welcbM die Oeltung von Ä^S verlangt, wie immer auch die «eelu 
Punkte a, b, c, a'y h\ ^ als Ecken von swei Dreiecken im Raum ge- 
wählt werden mögen. 

Nun erweist sieh aber die Negation dieser T<J]stilndig angeeetsten 
Behauptung in allen iliren Formen als richtig, nSmlich nach Sats 1) in 
der Form 

wo das Produkt schon Terseliwindet, weil mindost^yns der auf Fig. 32 
bezügliche Faktur {A = JB) gleich 0 istj oder gemäss 2), indem mau 
das Produkt links uegirt: 

2:(A 4= 5) = i 

oder 

2:{A,^jB)^i, £iA = B,)=i, 

nach Th. 22 schon weil mindeiims der auf Flg. 32 beeflglidie Summand 

{A H= B) ete. erftllt, 1 isi 

e) Ein nttsrassantes Gegenstllek sum vorigen bildet der folgende Ein- 
wvrf, dessen Gmadgedaaken tod "Vxm. Franklin henflhri 

Eine samt ihren beiden Uiukehnuxgen eindetttige Knüpfnng, welche 

jeweils ans zwei in bestimmtor Ordnung genommenen Elementen eines Zahlen- 
gebietes ein drittes erzeugt, werde einfachst dargestellt als ab, und ihre eine 
Urakefarung als a : & — vergl. Schröder*. 

Alsdann wird, wenn die Knüpfnng etwa das Gesets bdfolgt: 

ti) a& — a : fr, 

dieselbe augenscbeinliGh auch dem Gesets vnterliegen: 
«,) (ah)e « (n : : c, 

das heisst: aus der ersten Gleichung, als allgemeine Formel anfgefiasst^ folgt 
jeden&Us die zweite. 

Es war die Frsge, oh auch das umgekehrte der Fall ist, ob also beide 

Gleichungen allgemein äquivalent sein müssen. 

Der wirkliche fthe real) Dr. Schröder — meint Frau Franklin — 
hat gezeigt, das« diese Frage /u verneioea ist, indem er in Bd. 1, S. 640 
eine Funktionstafel aachwies nnt einer Knüpfung, welche wol der zweiten 
S|), nicht aber der ersten Fonud t|) Genüge leistet 

Ein theoretischer (an imaginary) Dr. Schröder, — der nämlich aof 
dem Prinzip 3) nebst Konseqnenzen l) und 2) herumreitend gedacht wird, — 
ist genötigt , die Vemeinong der Frage von der Äqnivaleas beider Formeln 
auszudrücken durch 

((ofcjc = (a : 6) : c} = {a64-a:&), 

wonach die Geltung der (zweiten) Formel e^) links die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür wäre, dass die erste «,) nicht gelt^, also dass, 
wo immer jene zutrifft^ dif^se nicht gilt, and omgekehrt, — in offenbarem 
Widerspruch mit voraus bemerktem. 
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Biehtigsiallung. t^) Tenieiiit korrekt Mos die fUr gewiim drei Zahlen 
ft» c in Frag« gestellte Aussagen&qnivalenz. Die Allgemeingültigkeit von 
ti) und t^) musB schon ihren zulänglichen Ausdruck gefunden hahen, bevor 
deren Äquivalenz als gleichfalls allgf!mein Vtostehend behauptet bexw. ver- 
neint wird. Die fragliche bezw. zu verneinende Aqnivalenz lautet: 

O 77 {(ab)c->(a:6):c) »i7|a6 — a:6), 

worin die Produkte aoszu dehnen sind über alle Wertetripel a, e bw. 
Werlepaare o, 6 des Zablengobietes, (und wobm mfats Mioh udrä Bach" 
Stäben e Ar o, d ges<mimeB worden kOnntw,) und somit die Veronnong 
TOn «4) naeh Sehenta S): 

JI {(od)c = (a : 6) : c) (a*+ « : &|. 

Diese wird aber nun eben durch die Tafel S. 640« Bd. 1 bewafafbeitet, in- 
dem in dieser Tafel die Annahme linkerhand, oder e^), durchweg erftillt ist, 

zagloich aber auch dif» Behauptung der rechton Seite, so ^war, dass sogar, 
— was keineswegs erforderlich gewesen wäre, — j&ies Glied dieser Summe 
für sich = 1 ist, d. h. fj) niemals zutnfft. 

t) Einwurf von Frau Franklin. Von den einem Kreis ein- 
geechriebenen Polygonen gilt bekanntlich foljjendes: so oft ein solches 
gleiche Seiten hat, hat es auch gleiche \\ lukel; dagegen können die 
Winkel gleich sein, ohne dü«s es die Seiten wären. Beispiel: ein 
Rechteck. — Die Gleichwinkligkeit solcher Kreisvielecke ist also not- 
wendige, aber nicht hinreichende Bedingung für ihre Gleichseitigkeit, 
und die Gleichseitigkeit ist hinreichende, jedoch nicht notwendige Be- 
dingung der Gleiehwmkligkeit. 

Sonach wird die Behauptung, dass heim Kreispolygon die Gleich- 
seitigkeit und die Gloiehwinkligkeit einander gegenseitig hedingteni 

(Die Seiten sind i^leiob") = (Die Winkel sind gleic.h\ 
eine iinrichtigp sein. Professor Schröder ist ein viel zu guter Mathe- 
matiker, um solch falsche Behauptimg passiren zu lassen; er will sie 
leugnen; dorch Reinen Satz 2) hat er sich nun aber in die fatale Lage 
gebracht, dies in der Vavm thnn zu müssen: 

(Die Seitpii sind imgleicli ) = (Die Winkel sind |j;lt'i(dii, 
d. h. immer dann und nur dann, wenn die Seiten ungleich sintl, müssen 
flie Winkel gleich sein, — eine Aiifstrllinip*, dir begreiflicherweise 
noch viel schlimmer ist als jene, die damit berichtigt werden sollte. 

Entkräftnng — ähnlich wie bei d): Wiederum wurde die ur- 
sprüngliche Behauptung, sagen wir A "= B blos in ihrer Anwendung 
auf ein besonderes Ereisrieleck P n^irt, das Negationsergebniss aber 
für jedes Kreisvieleck in Anspruch genommen. Ist P das nächste 
besie rtgdmäsnge Yieleob^ so war A^B zutreffend und somit A^^B 
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felflch; bedmlefe dagegon P B. eiii Beehteok^ in weleham swir I 
B^i, Bb«r il V 0 iit| ao erwdil lieh die Temeitiang vun A^B i 
in jeder der beiden Foimem A^^B und » als richtig. SoU | 
endlich der allgememe Sats negizi werden, io ifi denelbe soror ale 

allgemein gültiger hinlänglioh enesndrQeken in der CMalfc 

niÄ = Ii), 
p 

wo das Pkodukt su enfarecken ist Aber alle erdenVlinhen Kreiifielecke P. 
Die Negeftion naeh 2) 

p p p 

ist erfüllt, wenn auch nur ein einzige! a. B. ein Becfateck, gleich- 
winklig ist, ohne gleichseitig zu sein. 

ij) Als letztes Einwurfsbeispiel von Fran Franklin sei noch i 

folgerndes erwabnt: T.9 bedeute A don Komplex aller Prinzipipn und Defi- ' 
iiitioncn des logischoü Kalküls, sowt^it sie in Bd. 1 bis zur Seite 291 dar- 
gelegt worden, — und B das volle Distributionsgesetz 

3= \a(b + v) ^ ab + ac] . 

Alsdann hat Schröder gezeigt, dass B nicht aus A notwendig folgti 
m. a. W. dass 

Ä =^B oder ^i?, 0 

verneint werden nrass, in der Form 

AB, + 0. 

insofern Fälle nachgewiesen wurden, wo Ä erftlllt, B aber nicht erftlllt 
ist, — Nach Schröders Satz 1) wird daraus nun aber 

ÄB^ = 1 oder A^ + B'^O 

(durch Kontraposition), oder endlich durch beiderseitige Multiplikation mit Ä 

AS^O-, 

das heisst: Die Wahrheit ▼<» A ist inkonaisteiit, «nTertrttglioh mit der' 

jenigen von S\ 

B^ufs Bichtigstellang hat man hier vielmehr die Aussage ' 

A^^ns 

a,bfi 

m verneinen, und eihAlt dann 

^ ilJS -> 0 

als richtigen Ausdruck der Inkonsistenz von Ä mit B nicht für alle mög* 
liehen Wertetripel a, 6, c, sondern nur für irgend welche unter ihnen. 

Moral: Soll eine aU^mmne Formel C negirt werden, so bringe 
man zuvor die angebliche Allgemeingttltigkeit zum Anadmok mittelst 
eines il- Zeichens; es wird dann 

(nc), = £C, 
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Wer aber die Negation C, r<m C aellMi wieder mit der gleichen AH- 
gemeinheit auflegt mid in Ansproeli nimmt, der stellt als Negation 
▼on nC im Onmdc ja IJC, hin; der Terweeluelt den Fell, dass ein 
Uiteü nkM allgemein gilt, mit dem andern Fall, dase es «ßgemmi* 

Abgesehen aber von derartigen Fftllen wird man das Zeidien 17 der 
AllgemeiiigllltigkMt keineswegs immer sawenden, sondern Tiehnehr dnrehweg 
den Oharaikter der Oleiehongen als »Fonnefai*' stillschweigend nnterstellen. 



Mit ihren Angriffen, wie vorstehend dargelegt, zurückgeschlagen, 
gab Frau Franklin schliesslich zu, dass in dem Aofban unseres Aus- 
sagenkalkuls kein Fehler yorU^^ usrl 7o«r sich anf eine andre Position 
sorflck, die sie umso hartnackiger verteidigte — nnd noch verteidigt^ — 
and in der es wiederum sehr instruktiv sein wird sie aufzusuchen. 

<&) Bevor ich dies thue, mochte ich nur in Kttrze Uber den 
ffFe/daMtss ans tmtuUmgUcher Beeeichnntuf' mich versprochenermassen 
&nssem, was umso angezeigter erscheint, als das praktisch höchst 
wichtige Kapitel der Fehlschlüsse in meinem so sehr angeschwollenen 
Bnche ohnehin zu kurz kommt. 

Von den allergröbsten Versehen, z B. Schreibfehlern, abgesehen ist 
unzulängliche Bezeichnung der Gegenstände einer Überlegmig im Grunde 
vielleicht ausschliesslich schuld an allen Fehlschlüssen. Entspringen die- 
selben doch fast immer daraus, dass man Verschiedenes und zu Unter- 
scheidendes nicht anseinaaderhfilt, vermengt oder verwechselt, getinscht 
dnroh einen Doppelsinn^ eine scheinbare Synonymie n. dergl. (Selbst wenn 
etwa in anderen IttUen ein FeUschluss zustande komint dsdnrdif dass man 
Wesentliches ausser acht lässt, so wird zumeist eine zu wenig markirte, 
nicht genügend augenfällige Bezeichnung solcher übersehener Prämissenglieder 
die Schuld oder Mitschuld daran tragen.) - - So sahen wir Boeben, dass 
ein Satz ganz gleich klingen kann, ob man ihn als allgemeinen hinsteUt, 
oder ihn Uos auf den spesiellen Fall anwendet 

Ich will den Fehlschluss und die Art, wie derselbe sn Paradoxien su 
ftÜbren pflegt, durch zwei Beispiele verdeutlichen. 

Tn einpr anthraetischen Untersuchung, bei der man Iftttgere Zeit mit 
vielgliedngen (oder auch unbegrenzten) Summen 

etc. sn rechnen hat, snsn diese Smnmea der Beqnendiebkeit wegen ver- 
mittelst ihres eiaten Gliedes dargestsllt in Gestalt von resp. 

Ex^ Su, ete. 

Für einen zu betrachtenden besonderen Fall nun mag es sich ereignen, dass 
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wird. Wer daraus aber, nach dem nnbeBtmtlianii GnuidMU: Gleidi«!, 
snmniut, gilii Gldohes, auf 

iGhliesaen wollte, beginge eines grflIilidiMi FeUschluss, da in beiden Snmmen 
wol die ersten OUeder ftbereinstimmen, darum aber noch aieht notwendig 
auch die flhrigen. — Und wer andererBeits richtig 

neben x^a anerkennte^ Btiesae anf die Fkradoiie eines (nntfirUch nnr 
edieinbaren) Widenpmehes sn obigem Grandsatee, (oder wol anch ni dem 
andern Gnmdsatz, dass Gleiches f&r GleidieB gesetzt werden dürfe). 

All diese Bchwierigkeiten enf^^pringen aus dem Umstand, dass eine 
Somme durch ihr erstes Glied nur unzul&iigUoh bezeichnet ist 

Das «weite Beispiel — von Heim Lüroth — besieht sieh auf einen 
Sata der Biffecentialreidmvngf bei dessen Anwendung der Anfibiger Sohwienig- 

keiten zu finden pflegt; letztere beruhen auf der Unzulänglichkeit der ge- 
briiiirhiichen Bey.eiohnting partieller Differentialqnotienten. Ist s. B. ^ 
Funktion dreier Argumente Xy jy, e: 

und werden durch die Substitutionen 

für e neue Variable u, w in 

eingeführt, so besagt der gedachte Sats: 

df ^dfdx dfdy df di 

und analog fttr g^. — Nimmt man nun beispielsweise 



SO ergibt sich leicht: 



?1 = + . p 
du cx dy ' 

. Die letzte Gleichung scheint aus ic = z als selbstverständliche zu folgen. 
Dem gegenüber eutMit jedoch die erste das Paradoxon, dä>sä 

obwol u — X ist, — entgegen dem evidenten Grundsätze, dass Gleiches nach 
Gleichem dififerenzirt GleidiM geben müsse, oder dass man Gleiches für 
Gleiches setem dOrfe. (Daran wflrde sich nichts indem, wenn man Ar 
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das in 14, t;, w ansgedrHokte f eiwa sdumbeik wollte, da ja auoh dann 
F(f#, V, «) — /"(Jj, y, #) bliaba). 

Dies liegt hier dann, daas es beim Differenziren nach einer Yariaheln 
nicht Mos auf diese, sondern auch auf die andern Variabein bogriffsmüssig an- 
koiuiut, welche dabei als Konstante angesehen werden. Gibt man dalier 
— etwa unterhalb des Differentialquotienten — noch das g&uze beim 
Bifferaminn zugrunde gelegte ßystam dar naaUiftngigen Variabeln an, so 
kann man in oUgam TkWe unbedankiieh x nnd u vartanacban: 

df^df df^Bf 
^ du* ^ 

Erst dies ist die Mttb^^ttcAe Bezeicknufig partidkr JHfferenüalqiiOäeHtm» 
Freilich ist sie zu umständlich und schwerfällig und höchstens in yerworrenen 
oder schwierigen Füllen zum vorübergehenden Gebrauch zu empfehlen, — 
ahnlich wie in der algebraischen Logüc das so oft in Gedanken zu unter- 
stellende U- Zeichen für gewöhnlich wegbleibt. 

So wenig Erfolg aber heute noch jemand sieh ^ orsprechen könnt«, 
der etwa eine Paradoxie wie die obige als ein Argument gegen die 
Differentialrechnung selbst ins Feld führen wollte, ebenso wenig wird 
mau dereinst — und ich hoffe, bald — Gehör finden mit dergleichen 
Viigoreimtheit«n, wie sie in Menge gegen die Algehra der Logik jetzt 
noch aus dem philosophischen Lager — vergl. HusserP — vorgebracht 
werden; wer auf eine Paradoxie stösst, wird den fehler statt in unserer 
Disziplin hübs^^h bei sich ?elbst suchen. 

Frau Franklin-Ladd aber hat mir in dankenswerter Weise aus- 
gezeichnetes Material geliefert, um an einzelnen logrisch alt:* b; ais( lien 
Theoremen zu zeigen, wie sicli die Disciplin bewülirt, wenn man ihr 
allerlei Hindernisse la den Weg leLi;t Ich habe selbst i^efnhlt, wjp 
erheblich die Einwände waren, indem ich zur Entkräftung derselben 
bisweilen längerer Sammln! i;^^ benötigte. 

Ist nun die Verwendung imsralänglicher Bezeichnungen in der That 
80 geläbrlirh und verfänglich, so liegt endlich die Frage nahe: welches 
sind denn die Krfordemisse einer /ulänj^Uchen Bezeichnung? 

Auf diese Frage bleibe ich die Antwort schuldig, mit dem Hin- 
weise, dass ich es eben, - wie ich auch in meiner Fctsehrift^" schon 
betont<% — mit (tustav Knchhoff als die Hauptaulgabe der ge- 
Baraten Wissenschaft betrachte, die Wirklichkeit ..hesehreibeil*' und da- 
mit audi ihre Objekte zulADglioh beaeichnen zu lernen. 
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SeehnmdsirMiiigile Torlmung. 



§ 54. FortMteniig. thn mMkUk pntikaHm Ufteil«. Konatitatloii 
öm BegrURM, und „nBgAtLTe** Morkmale. 

i) Um zu nnserer Kontroverse zuröckzukehren, so bestand und 
besteht Frau Franklin-Ladd nunmehr darauf, das Peirce'sdie 
AusBagenprmzip 3) 

lei unbewiesen, eine wiUkflrliehe Annahme und eine bedanerliohe und 

unnötig Einschränkung (imneceaeaiy leBtrietloa) det AnawyntaJknk, 

indem es den Anesagenbereieh auf die beiden Weite 0 nnd 1 rednziTe; 

vielmehr eeien auch die Anaeageni wie die Klaiseni nnendlieh vieler 

Zwischenwerte swisehen 0 und 1 ßhig, auf welche die Geeetae und 

SehlnsBmethodea des Salkoli in vollem Um&og anwendbar blaben, 

sofern man nur die Konseqnemen von S), — die idi ÜMt alle in den 

§ 35 BommmengediSnglv — beieeite liaei 

Angenommen selbst« dass dies sidi so verbaltei so lissse sieh doch mehfe 
aufrecht erhalten, was mir Frau Franklin in ihrer schon oben erwähnten 

Re7,cnsion meines Bd. 1 vorwarf, dass ich nUmlich das Verhnltniss d« 
Klassenkalkuls, als eines beträchtlich allgemeineren, gegenüber Peirce's Ans- 
sagenkaikui inkorrekt dargestellt (Bd. 1, S. 290). Peirce's Aussagenkaikul, 
von dem allein ich gespFoehea, den ich damtsUen wollte, involvirte in der 
That die getadelte Einschiiakmig. 

Bei der wohlverdienten AntoritSti deren aieh meine Qegnerin er- 
frenti und ob der Tragweite der aofgewoiÜBnen Streit&ags an mah^ 
verlohnt es der Mfllie^ der Saoiie aof den Gnmd an gehen. 

x) Von bestimmendem Einflnss auf die CMaltong der gegneriacJiea 
Anschannngen ist eine Leistung von MitehelP gewesen, von der idi 
bislang noch keine Notiz genommen, auf die idi mnnm4!ihr aber ein- 
gehen mnss. 

Hitohell hebt mit Beoht hervor, dass man von |,nmvenalan^ nnd 
„partiknlarsn'' Urteilen je in aweierlei Sinne reden kann, entspreohend 
den Kombinationen der vier folgenden spradüiohen Elemente: 



aUe (resp. keine) 


steis (resp. nie) 


emijfa 





Von diesen beziehen sich die Pronomina links auf dns Univer<^(m 
der KlimeHf die Adverbien rechts auf das Umversum der FäUe oder 
Gdeg&iheUen. 

Man könnte auch die Pronomina atif die verschiedenen Orte im liauntc 
beziehen, wo sich Individuen der betareffenden Klassen (glexukzeitig) befinden 
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mOgen, imd di« Advirbieii auf die yaMhiedeiuHi Z^mM$i sn wddien 
solche ItdiTiduen in's Auge gefimi werden mögen. Dodi ist die obige 
Fassung als die weitere Yoiziisielien. 

Jedes von beiden UmTersen kann als unbegrenzt oder auch irgimd- 
wie als begrenai aaigwiomBien und den Befaracktiiiigen zDgmtide ge- 
legt werden. 

Sehr schön sagt Mitchell* p. 73: 

,,Die Logik hat hauptsäclilieh zu thun mit den Beziehungen zwischen 
den Gedankendingen. Ein Urteil (proposition) statuirt solch eine Be^ 
siehnng. Die Qedankendinge, swischen denen Beziehungen gedacht 
oder wahlgenommen werden können, begreifen unter sieh nicht nur 
Klaaeen, sondeni auch Aussagen. Die Konstatirung einer Beziehung 
zwischen Anseagen iat ein Urteil Uber Urteile, welches Boole ein 
sekundäres (secondary proposition) nannte. Aber in ihren letzten 
Elementen (in ita nltimate analyeia) dr&ckt jedes Urteil eine Besiehung 
swischen Klassen aus'^.. 

Eine solche Beziehung kann gelten von AUm oder wn Einigen 
ana dem Univenram der Klaasen nnd wird darnach beafigUch als umvenäl 
oder parUhdar (tchleohtfain) benidmei 

Ebonao — sagt Mitchell — kian die Besiehung an^ie&Bat weiden 
„alB pemument^ oder «ala iempoiiSr'*, ala forfbeatehend entweder wShiend 
dea Gamsen y<m einem gewiMen SMitranm, dem j^ünivenam der Zeil^', 
oder nur wihrend eines gewissen (bestimmten oder onbeatimmtein) Teiles 
dieser Zeii Das Urteil mag alsdami als ein <fer Zeä fioeft umtenaHea 
leq». pctrükitlQif'BS beieidbnet werden. 

Der KUne halber behalte ich diese Benennungen bei, obwol ich es 
gemlss dem vorhin bemerkten Ar angezeigt halte, anstatt von Boole- 
Mitchells „Uniyersnm der Zeit^ lieber Ton dem UniTeranm der (denk- 
baieoy dem Sinne nach aolüsaigen) Anwendnngigelegeiiheiten des Uit^ls, — 
km Tom CWwnNm der Fääe m reden. 

Als Beispiel mag das oben toa Fran Franklin gegebene dienen. 



Fariil»dar--umveradle | üniversal'parHkulare 

Urteile, 



Jeder Arzt ist manchmal im Irr- 
tarn. 


Es gibt Arzte^ welche sich niemals 
inen. 


Zuweilen irrt sich keiner Ton den 
Änten. Oder: Es gibt Zeiten, 
wo sieh kein Arzt irrt 


Immer iirt sich der eine oder 
andere Axzt 
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Sechaundzwftnzigfte Yartowng. 



DoppeU ummteäe | IkfpeU parUhikitne 



Kein Arzt ist jemaL im irrtuiu. 


ilunchmal irren sich einige Arzte. 


Jeder Anfc iei bestibidig im Iir- 
tniii* 


£s gibt Arzte, welche iieb mMieh- 
mal nicht irren. 



Die Urteile in derselben Horizoiitalflncht schliessen einander gegen- 
seitig aus (als kontradiktoiieche Gregensätze oder Negationen von ein- 
ander). 

Diese acht Urt<^ile, (deren sonstige Beziehungen zu erforschen, dem 
Leser als Übung eiupiohleu sei,) wären iu MitchelTs Symbolik folgender- 
maiMn danoateUen, wenn, wie oben 8. 465 d Ant, m = Intom bedentet: 







W + »»,)lr 


(dfj»)^i 


(d, + »n,)ii 
(rf, + m)ii 





Zur Erkl&rung dienen die Bemerkungen: 

Ohne Rfickeicht zunächst auf die Qoantitilt im UniTeraum der 
Zeiten handelt es sich um die vier Urteile: 

Alle Ärzte irren, d. i. d m oder dm, = 0, d, + m « 1; 
Kein Arzt irrt, d m„ dm 0, d^ + m^^ 1\ 
Einige Ärzte irren, dm ^ 0; 
Einige Ärzte irren nicht, dm, -f" 0. 

Die rechte Seite 1 oder 1 einer rechts auf Eins gebrachten Olpichting 
fügt nun Mitchell dem eingeklammerten Polynom derselben als Suttixum 
bei, und zwar als erstes Sufiix, wenn die Gleichung eine primäre, die £in^ 
abo die dee KlMseokalknlt iit, als xwettes Suffix, fiUs die 01^<taig 
eine solehe des Anttagenkalknls, tgmd die 1 diejenige gewesen, die ieh 
mittelst del Tupfens als 1 unterscheide. Ebenso verf&hrt er hinaehtBeh 
des SuffiTPR, welches ihm ä\p PnrfikularitSt darstellen soll. Als solches 
kSuttix, anzuhängen dem Polynom der rechts auf Null gebrachten Ungleichung, 
wählt er nun aber einen Buchstaben u oder v, wobei er diese Buchstaben 
nosh mittelst Aooenten su differeosiren genStigt ist, sobald ein solcher auf 
eventuell Tersohiedene „einige", nidit anf „seme some**, scmdeni auf 
,^ther some**, hinweist, oder bezw. als «weites Suffix, bei wiederholt vor- 
kommenden Adverbien „manchmal**, nicht auf Qel^nheiten, die notwendig 
snsammenl'allen. 

Dieses Verfahren erscheint mir als ein Überbleibsel von Boole's miss- 
glacktem Versuch, die partikularen Klassenurteile vermittelst eines Fakten 
u oder v darxustsUen. kh kann mich mit Hitchell'e Voiechlag ganz und 
gar nidit befreunden. 
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Um die acht Urteile in eine der unsrigen naher verwandte Zeichen- 
sprache einzukleiden, will ich zeitweilig den Gegnern eine Konzession 
machen und hier eine Aussagen-Null Ö (als Tupfen-Null) einführen, für 
welche der Satz 1) =|= 0) = = 1) nicht gilt 

Dieselbe Konzession habe ich vorübergehend auch schon bei Behandlung 
von Mitchell's Nebelbilderproblem S. 294 sq. gemacht Als Analogon aus 
der arithmetischen Analysis kann gelten, dass man bei Grenzübergängen 
von + 0 und — 0 unterscheidend spricht, obwol beides identisch ist, und 
desgleichen von -f oo und — oo. 

Die Zulässigkeit ebendieser Ö wird sich als der eine Angelpunkt 
der ganzen schwebenden Streitfrage erweisen. 

Dann ist folgendes die ausdrucksvolle Darstellung der acht Urteile: 



(d, + m == 1) 4» ö 


(dm, + 0) = 1 


(rf, + m, = l)4=ö 


(dm 4= 0) = i 


W + m, = l) = i 
(d, + m = 1) = 1 


(dm 4- 0) 4= ö 
(dm, 4= 0) 4= ö 



— in möglichster Annäherung an Mitchell; für meine Person würde 
ich natürlich für rf, + m «= 1, + n», = 1 lieber d =^m, =^ m, (oder 
dm = 0) schreiben und die vier Endungen = 1 samt Klammem weg- 
lassen. Übrigens macht hier die eine Ö eine ganze Menge von u, 
Vj u, V, u", • • • entbehrlich. Der Ansatz „4* Ö" übersetzt die Partikel 
„manchmal'^ oder „zuweilen" in die logische Zjeichensprache. 

X) Ich bestreite die endgültige Zulässigkeit einer solchen Prozedur — 
siehe weiter unten. Falls ich nun aber Recht behalte, so ist von meinen 
Gegnern der Vorhalt vorauszusehen: dass dann ja mein Aussagenkalkul 
unvermögend sei, die Mitchell'schen Distinktionen überhaupt zu be- 
rücksichtigen und in die Formelsprache einzukleiden; und wie könnte 
ohne das mein Kalkül die Konklusionen ziehen aus gegebenen Prämissen, 
wenn unter diesen auch der Zeit nach partikulare vorkommen? 

Ob Ersteres durch geeignete Ausgestaltung oder Anwendung der 
Beziehungslogik nicht dennoch unschwer erreichbar wäre, will ich hier 
unerörtert lassen. Dagegen nehme ich sofort Stellung zu letzterer 
Frage, welche freilich einen schweren Vorwurf enthielte, wenn ich sie 
nicht befriedigend beantworten könnte. 

Treten unter den Prämissen solche auf, die keinen bestimmteren 
Aufschluss zu geben vermögen, als bei Gebrauch des Adverbiunis 
„manchmal" denkbar ist, so ist zunächst zu unterscheiden, ub dieses 
Adverb nur emmal, oder ob es mehrmals vorkommt 
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Im enteren Falle laaae man die Prämisse, die sich dieses Adverbs 
bedienti einmal beiseite; so wird man die Konklusion eriudten für 
diejenigen Fälle, wo dieses „manchmal'' eben siebt Bieh verwiridiebi^ 
wo yielmebr der geg^uteilige Fall eintritt. 

Sodann erhebe man das Eintreten des ^^maoellinal^', d. i. des 
EreignisseSi auf welches dieses Adverb hinweist, 7tir ausdrückliehen 
YoraassetBiing, und bilde unter Hinsnziehong solcher Annahme die 
Konklusion. Dies Verfahren lauft imgnmde hinaus auf eine Limitirung, 
eine Kinsdhrankung des Denkbereichei der Gelegeobeiten auf eben die 
Fälle oder „Male", die mit jenem „manchmal'' gemeint waren. Die 
KonklneioA darf dann auch nur für eben diesen Denkbereich in Anspruch 
genommen werden, d. h. sie ist anch ihrerseits nur als eine ,,maiieh* 
mal^ SQtreffende dnreh das Pramissensystem garantirt 

Kommt dagegen das Adverb „manchmal" in den Prämissen Mdkr- 
wnh vor, — jedoch etwa nicht unabhängig, sondern so, dass immer 
das eine „manchmal'' auf das andere durch versohmelsende, identifizirende 
Yerweisong bezogen ist, so ist mit der ganzen Gruppe derjenigen 
unter den Prämissen, welche dieses „manchmal" enthalten, ebenso za 
verfahren, wie vorhin mit einer einzigen Prämisse. Hingegen ist das 
gleiche Verfsliren einzuhalten beiflglich jedes einädnen „mELnchmal" bei 
mehrfachem umihhängigen Vorkommen dieses Adverbs. Doob brauchen 
dabei die Ton einander imabhing^fen „msiMthsfial" keineswegs in allen 
ihzen Kombinat!« ueii dorehgenommen an werdeiL Vielmehr sind bei 
Anwendung des \ < rfahfens aof eines von ihnen, behufs Gewinnung 
der anf diese „Male" bezaglichen partiellen Konklnsionen, jeweils alle 
die Prämissen einÜMsh fortsnlassen, in welohen ein TOn dem voriges 
unabhängiges „manehmal" vorkommt. Ja, die vorliegende Prämisse 
ist selbst gänzlich xa unterdrücken, oder es sind wenigstens die be- 
treffenden Prftmissenfteils sn ignoriren, wenn darin mebiere nnaUiiiigige 
i^anchmal'' Torkommen. 

Weiss man nämlich von zwei Ereignissen nur, dass jedes von 
ümen manchmal eintritt, wilneiid das Zusammentreffen beider dnreh 
nichts garantirt ist, so kann der an dieses Znsammentreflten etwa 
denknotwendig zu knüpfende Sehluss doch lediglich als ein „vielleiebt 
mandimBl'' zutreffender, nicht aber als ein dnreh die Prämissen not- 
wendig bedingter hingestellt werden; es gibt dann eben flberhniqpt 
keine Konklusion. 

Hier ist der Einwand denkbar: sofern es sich z. B. um Voikehr gegen 
eine tu gewirtigende Qefabr bandle, sei es knneswQgB gleichgOltig, ob 
dieselbe Mltidii eintniei eintreten I^Ame, oder nidit flohen £e „Wahr 
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scheinlichkeit" des Zusammentreffens der gedachten Ereignisse ist von be- 
rechtigtem Einfluss auf unser Verhalten in solchem Falle. Allein hiery in 
diesem Werke, handelt es sich nur um unabweisbare, denknotwendige 
Schlussfolgerungen . 

Zufolge des jeweiligen WegfaUee so vieler der Zeit nach parti- 
kularer Prämissen vereinfacht sich das Geschäft des Schliessens be- 
greiflicherweise allemal ausserordentlich, und so wird kein Anlass vor- 
liegen, eine aparte Symbolik für den Zweck zn ersinnen. Für welche 
Symbolik indessen man immer sich entscheiden mag, keine wird uns 
doch dessen überheben können, das oben charakterisirte Minimum von 
Einzel -Eonklusionen zu ziehen, (wie dies Mitchell's „Nebelbilder- 
problem'^ auch in seiner Behandlungsweise an den Gliedern der von 
ihm auszuraultiplizirenden Polynome deutlichst erkennen lässt.) 

Unser Aussagenkalkul ist also sehr wol imstande, die Schluss- 
folgerung auch aus „in der Zeit partikularen" Prämissen zu bewältigen. 

/i) Damit sind nun freüich diese zeitlich partikularen Urteile 
ganz anders behandelt, als die schlechtweg partikularen. Auch aus 
letzteren könnte man wol die Konklusionen des Klassenkalkuls nach 
denselben Grundsätzen gewinnen, wie ich sie soeben für die ersteren 
aufgestellt und empfohlen habe. Allein damit ginge man aller Vorteile 
des Kalküls verlustig, indem man die Methoden der algebraischen 
Logik ersetzte durch ein urwüchsiges, kunstloses und rohes Verfahren, — 
schlimmer als das Jevons'sche; — ein Verfahren, das zwar bei zeit- 
lich partikularen ganz wol angeht und praktisch noch nirgends zu 
Unzuträglichkeiten geführt hat, das dagegen, auf die Partikularität 
schlechthin ausgedehnt, in ganz unerträgliche Umständlichkeiten und 
Weitläufigkeiten schon bei wenig verwickelten Problemen führen raüsste. 

Dieser auffallende Gegensatz erklärt sich durch den Umstand, 
dass das Partikularitäts-Pronomen „einige, manche, some" im zeitUchen 
Sinne immer nur mit demselben Nomen: „Gelegenheiten" oder synonym 
„Fälle, Male, Zeiten", verknüpft ist, — wie denn auch sprachlich in 
„manchmal, sometimes" Pronomen und Nomen zusammengewachsen 
sind, — wogegen sonst in „einige af* das Nomen oder Urteilssubjekt x 
in der mannigfaltigsten Weise wechseln, den verschiedensten Ideenkreisen 
entstammen wird. 

In der Tragweite dieses von meinen Gegnern wol übersehenen 
oder nicht genügend gewürdigten Umstandes liegt, wie mir scheint^ 
ein zweiter Angelpunkt der obschwebenden Streitfrage. 

Wenn die Konstitution unseres Intellekts uns nicht gestattete, das 
Pronomen „einige" auf versdnedenerlei Objekte anzuwenden, wenn wir 

SohaOdib, Algebra der Logik. S. II. 81 
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blos die Wahl hätten xa reden Ton allen, oder einigen oder keinen Xf 
aber immer nur von denselben x, damii glaube icb, dürfte jenr?^ m- 
wfichsige, nnwissenschafblicho FolgemngSTer&hreu vielleicht noch daa 
beste sein, wobai wir gelegentlich nur zn imiencheidea hatten swiachen 
4etudbtn j^einige ^ und eTentnell andern, von den vorigen unabhängigen 
„einige s^. Dann aaeh mdehten wir der Algebra der Logik (zweiter 
Stufe) nniehwer «ntnteny und gegenwürtigea Buch wire nicht geechriebeml 

Wie jedoch die Sache wirUich liegt, «neheini mir 
berechtigte gegnenaehe Verlangen nach gleiehaiaaBiger Behandlung der 
seitlich nud der achleditweg partikularen Urteile ala irrelevant a!s ein 
mehr nur doktrinirea, entapringend nicht eiiiem praktiachen Bedürfiiifli^ 
Bondem nur einem theoretiaGhea Intoreaae. 

Da ich jedoch noch letstefea hochhalte, ao wiU ich nun auf einen 
weiteien noch offanen Einwand der Gegner aua Mitchell'a Schule 
eingehen« 

Dieaelbeii werden mich nimlich anf die andere Möglichkeit einer 

ebenmiaBiyn Bearbeitung beider Arten von Partikukritit verweiaen. 

Mfiaaen doch — ao aagen aie — die Klaaaen der Gelegenheiten, bei 

denen Annagen sotreffim, gana denaelben Geeeteen unterließen wie alle 

Übrigen Klaaaen; wozu dann die Boole'McColl'(Peiroe)-Sehrdder''- 

ache Einachrinknng der Auasagenwerte anf 0 und 1? Haft niehb eben 

Mitchell die Entbehrlichkeit dieaer Einaehrinknng nachgewieaen 

-durch Beine Begründung dea Auaaagenkalkula, worin dann auch den 

gdUkh partikularen Urteilen die Vorteile des KlaaeenkalknlR in gleichem 

Masae augute kommen wie den übrigen? 

Soldies iat thatfliehlioh von Frau Franklin am SdduBse ihrer oben 
erwihnten Besprechung mdnes Bd. 1 angedeutet worden. 

Auch ich wäre nicht der letate, eine Erweiterung dea Auaaagen* 
kalknk durch Beaeitigung des gedachten einengenden F!rinaipa au be- 
grflaaen. Und eine aeitlang (cf. S. 183 Mitte) aehwebte mir eine der- 
artige Boffiiung vor. Dam dieaelbe aber aieh ala trügeriach erwiea, 
kann ich nun auch nicht mehr beklagen, seitdem ich den Grund der 
Unmöglichkeit jener Erweiterung, den ich im folgenden darlege, er- 
kannt habe. 

v) Soll ein Aussagenkalkul überhaupt als eine besondere Art des 
Elaasenkalkuls besteben, so müssen die Aussagen in ihm eine Deutung 
erfiEihren und einer solchen fähig sein: als^Klassen der Gelegenheiten, 
bei denen sie zutreffen. 

Über dieser) Punkt sind «lie Anhllncrer der k i lim nden Logik samt 
und sonders einig. Wer dem etwa uidit zustiuiuit, uliu iat Uuü ouua pro- 
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bandi zuzuweiaen, nämlich die Anlfordenuigi mit der uidenartigan nema 

Grundlage hervonutretcu, auf der aieb der Ealkul atlg«bIiok nfbaacn liflMO. 

Zu den fondameuUlea Auasagen gehört die SnbmmtloB 

welche das hypothetische Urteil: „Wenn A gilt, so gilt auch W dar- 
stellt. Es muBS also für diese Subsumtion die Klasse der Oelegen- 
heiten ermittelt werden, bei denen sie zutrifft^ sofern als bekannt gelten: 
die Klasse der Gelegenheiten^ bei denen die Aussage A (für sich), 

uud diejeuige ilcr Gelegenheiten, bei welchen B zutrilFt. 

Dass eine Aussage A Ijoi lieiner Gelegenheit zutreffe, wird durch 
>1 s= 0 auszudrücken sein, und ebenso, dass sie bei alUn Gtikgeubeiteu 
gelte, durch A'=>i, — wonii anders eine Erweiterung des Ausaagen- 
kaikuls auf den Gehalt des Klassenkalk uis erzielt werden sollte. Des- 
gleichen wird man unter diesem letsteren Gesichtspunkt auch die beiden 
Subaumtionen 

anerkennen mflsseu, — obwol freilich auch eine Logik denkbar, (aber 
in mancher Beziehung im Nachteil) wäre, die eine oder die andere 
von beiden aJa niditaaagend oder albern verwerfen würde (vergL Ö. 18 
n. 19). — 

Wer nun aber diese bridpu Subsumtionen zugibt, ist genSiigt^ 
■la die CMUtigkeitaklaaae der Subaamtion A^B den Anadmck 

4) {A^It)^A,*B 

— somit unser (Peirce's) Theorem X) von S. 68 — anzuerkennen. 

Es ist einleuchtend: die Ivlasse der Gelegenheiten, bei welchen 
A ^ B zutnifb, kann sich bios zusammensetzen aus Gelegenheiten, wo 
B zutrifft, sowie solchen, wo A nicht zutrifft, welche letzteren wir 
unter dem Zeichen A^ zusammenfassen, — und sie muss diese Gelegen- 
heiten (zufolge der oben anerkannten Subsumtionen) auch sämtlich 
enthalten. Enthielte sie eine Gelegenheit, wo A zutrifit und B nicht 
antrifft, so kämen wir zu einem augeiibckeiiiüchen Widerapruch mit 
der Forderung, dass wenn A gilt, auch B gelte. 

Ich will hier nicht ausführlicher sein, weil ich sicher bin, da^s mir 
die Gegner bis hierher wüiig iolgeu. Alles bisherige hat in auderm Zu- 
aammeiihange wol Hexr Peiree aohon angedanftet oder gesagt Aiidi 
mnsate ieh midli aelbat dabei rekapituUreiid wiederholen. Idi brauche such 
nicht etwa auf S. 68 zu verweisen, wo ich mehr rechnend vorgegangen 
l)in in einer Weise, die die Gegner vielleicht beanstanden. — Es L'enügt 
mir, dass dieses Theorem 4) nur irgendwie zugegeben ist. wobei ich einst- 
weilen den Gegnern die Konzession mache, die Summe A^-^ ß %o auffassen 
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n dfliftn, dus keineswegs A nie oder B stäi nt gtUan bfSQdie, sondern 

dasH ganz beliebig riclpgcnhciten darunter zn verstehen Mien, WO bald A 
nicht, bald wo B zutrifft, bald wo beides der Fall ist. 

Niinmobr komme ich zum Haupt- imd letzten Angelpiiakt unserer 

Streitlrage, nämiich zu meiner Ableitung des spezifisclion Aassageu- 

priüzips 3) (Ä — i) ^ A aus dem Satze 4), wir Ich sie S. ü9, Z. 10 

V. u. gegeben. Wer 4) zugegeben, der muss, woleru er nicht auch ^) 

anerkennen will, diese Ableitung widerlegen, und zwar dirokt, niriit 

durch Versuche einer reductio, bei welchen allenuil Felder unt»'i huifeu. 

Auch ist die Ableitung nicht so verwu-kelt, diiss nicht ein Fehler^ 

falls sie einen solchen enthielte, leicht aufzufinden sein müsste: 

— 1) — (ii^il) — i, + ^-.0 + ^-^A 

Der AnrnrngsakaSSaX bleibt liienuMli eleo notwiBilig anf dae CMiiel 
der beiden Werte 0 aad 1 betebiiiikt Kein Mitteldiiig gibt es ftr 
Anangm swia<Aen i^ewig wahi^ und ;,ewig ftlaeb'*! und keine Ti^ftn- 
Nnli ö| wie sie sogoneten der Oantellang leitlidi partikidarer Aus- 
sagen Torfibeigehend gebraucht wurde, flr welche mein Sats 1) 
{A'^Ö) = {A = l) nicht nnerbittlich Geltang forderte. 

Damit wird anch ein Vorwarf hinfSllig, den mir Herr Haaserl' 
gemadit Derselbe meint, ich hatte saent die AossagenaquiTalenz etc. 
definiren» im Grande alio den Bd. 1 mit Bd. 2 beginnen eollen. 

Er selbst glanbt eine Sntdeekang gemadit zu haben, indem er die 

Klassensabsnmtion a >^ 5 anf eine Aussagensühsamtion (a; =^ a) (x h) 
zurflckf&hrt — vergl. hiezu S. 88. Was er „seinen Folgerongskalknr' 
nennt und *> ' als das bessere der Welt vorführt, ist, so wpit richtig, 
nichts als eine Transskription von Formeln und Deduktionen meines Buches 
aufgrund dieses Gedankens. Das alles haben aber McColl und Peirce 
sehen liogst so gemacht, oad aneh Rran Franklin eekeint sokdie Chraod- 
lage — noch — voniehen m wollen. 

Ich habe die ganse Theorie anf die breitere Ornndlage dee Klaaien- 
kalkols gestellt, — solohermassen anch der ersten EntwicUnng der 
Theorie durch Boole an ihrem Beehte ^erhellend, — eineatefla weil 
die klrten Beetandteüe der eekondaren Annagen, der hTpothetiaoheB 
Urteile doch immer kategoriaohe Ebweenaaeiagen sind, sodann aber — 
nnd dies ist ansscUaggebend, — weil es inbesog anf die eine Hälfte 
der kniagorischen, nlmlich die partikolaren Urteile, ohnehin nicht 
enden angsht. Aneh die besseren Logikbfleher, dflnkt mich, pflegen 
die hypothetischen nicht Tor den kategorischen Urteilen an behandeln. 

Leider seheine ich nnter den Mitarbeitern an unserer Diariplin 
bis jetst noch der einaige su sein, der die Torstehenden Thatsachen er- 
kannt nnd gewürdigt hat 
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' t) Zum ScUam der EoniroTena nim &oeh die Fnige: wie kann 

man neh mit der oaliebeamen Bewshribikfheii des AofliageiikaUnila 

anisdhnea und befirennden? 

Iii der eedttebnten Yorleeang glaubte ieh Idar gemadit sa haben, 

daaa eich in dem epesiibchen Prinzip 3) sowol als in deeaen Eonee- 

qnensen 1), 2) etc. weiter nicht* aoMpriefat als die Unabweidiefakeit der 

Foidening, dass Auaaagm, mü wMm getedmä wardm aoR, wähmid äer 

Bedmung immerfort im stsRtm 8mm veniemdm und ausgdefft aem Mfimsn» 

Und das erseheint doch wol lelbetventiiidUeh. Jbt doch diese 

Forderang der ^inainnigkeit^ fUr die Annagen keine andere ab ftr 

die Kkaaen, für Begrifibwdrter und ftr Zekkm jeder Art. Sie tritt 

ja an Tnbale Überlegungen nieht minder heian ala an den KalkoL 

Der Untenehied iet nur der, daaa während man mit Worten Tielfach 

gegen aie Teretossen imd s11ndig«ti kann, ohne es zn merken, der 

Kalkttl mit nn^-bittiicher Strenge jeden YentosB angenblicklich an den 

Tag bringt und rächt ^ dadurch aber auch zur Beachtung gedachter 

Forderung erzieht, ihre Befolgung erzwingt. 

Wer in den Sätzen des AussagenkalkuLs Faradoxien zu erblicken meint, 
der hat lieh aodi meht hianiciieBd frei machen gelernt tob dem Gfingel- 
bande, an welchem die Wortoprache mit thten Phrasen und eUiptisohen 

Redewendungen uns alle zeitlebens — * und wie oft in der Irre — herum" 
führt. Nicht dem Anssagenkallnjl entspringen Widersprüche und Paradorien, 
sondern dem Doppelsinn des Wortgebrauchs, den Mängeln der verbalen 
Ausdrucksmittel, der Unzulänglichkeit der sprachlichen Bezeichnungen. 

Die Darlegungen meiner sechzehnten V oriesunj? sind indes» selbst 
bei kochverdienten Mitarbeiterü an unserer Disziplin noch auf Schwierig- 
keiten des Verständnisses geatossen. £b sei mir erlaubt^ noch auf eine 
solche Schwierigkeit einzugehen. 

Dae Argermss gibt die Aussagengleichung 

5) (Jl + JB- 1) «(^ + 1) 

S. 57, welehe aich nach nnaenn apesifiachen Prinaip 3) unmittelbar ala 
die Idantitit il + B^-^ + B bewahrbtttei 

Ea iat diea der Sata, in welehem Frau Franklin einen |/Uatinet 
eizoi^ finden will (a. oben 8. 464). Sie fiüiit dabei ala Argument ein 
Beiapiel in'a Feld, welehea zur Klantellung der Sache Toraflglich 
geeignet ist, nämlich: „Wenn ea regnet, so nehme ich entireder einen 
Schirm, oder ich bleibe eubauae.'' 

Bedeute C das Urteil ^s regnet", A das „loh bedime mitdi einea 
Schirmes", B das Urteil: „Ich Terweile im Hanse", so haben wir 
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Tritt nun hier Qberliaiipt einer Ton diesen beiden letstem FSUen 
ein, fo mam, meint Fnn Franklin, dereelVe nach meinem Anmagen- 
kalkul ewig als eintretend anerkannt werden. Die AltenmtiTe aber, 
entweder ewig einen Regenschirm aaihand za nehmeni oder ewig im 
Hanse so bleiben, eraeheint ihr so aehreoklioh, die BesehrSnkiheit 
eines Anssagenkalkuls, der nur derartige AlteraatiTen zn berfleksichtigen 
Termöchte, so klaglich, dass sie diesen^ den sie selbst einst so wesent- 
lich gefordert, ablehnen an müssen glaubt 

So sehlimm ist es indessen nicht bestellt mit dem Aussagenkalknl! 
Das ganze Unglück rfihtt TMlmehr nur daher, dass die Aussagen A, B 
und C in der angegebenen Wort&ssung noch gar keine echten, toU' 
ständigen Urteile im Sinne einer enkten Logik sind, scmdem nur 
elliptische Redensarten, lückenhafte und darum an sich sinnlose Phrasen, 
so lange sie nicht — mindestens in Gedanken — bezogen sind auf 
eino bestimmte Grelegenheit oder auch Klasse von Gelegenheiten. Was 
soll z. B. die Aussage A „ich bediene mich eines Schirmes" bedeuten? 
Gewiss nicht, — wie es wegen des im PräseiiB stehenden Verbums 
scheinen könnte — : ich bediene mich jetzt, soeben, während ich dies 
ausspreche, eines Schirmes. fehlt die Zeitbestimmung! — Eine 

Ortfbestimmung ist wegen des Subjekts „Ich" welches docli jeder- 
zeit an eiueui bestimoiten Ort sich befinden muss, hier zufällig 
überflüssig. 

Völlig explizirt wird uns deshalb nun bedeuten: 
Ä = „Ich bediene mich eines Schirmes bei der Gelegenheit (jf^', 
B= ,,Ich verweile im Hause bei der Gelegenheit <jr", 
V =» „Es regnet (an dem Orte, wo ich mich befinde,) bei der Gelegen- 
heit g". 

Ergänzt man die Zeitbestimmung blris im Geiste, so kommt man 
leicht in die Gefahr, jene Bestimmung wieder aus den Augen zu ver- 
lieren, gder unvermerkt für dieselbe eine andere sich einschleichen zu 
lassen. 

Wenn es nun wirklich einmal zutrifft, dass es (U>r I pstinirntMU 
gedachten Gelege;iheit an dem Orte, wo ich niicli befinde, regnet, so 
wird dies etvi(j zutreffen, dass es ebenda und ebendann regnete, aber 
es wird nicht ewig da regnen. Allgemein: Die ewige Anerkennung, 
dass ein Ereigniss bei bestimmten Gelegenheiten eintritt oder eintrat, 
iRt ZU unterscheiden von der Anerkennung, dass das Ereigniss ewig 
eintritt 

Damit ist indessen die Aussagensubsumtion 
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noch nicht die für alle Fälle zulängliche Bezeichnung dessen geworden, 
■was die Wortführerin mit ihrem Ausspruch sagen wollte. Dieselbe wollte 
ihre Aussage aufstellen nicht blos für eine bestimrate, sondern für jede 
Gelegenheit </. Mit Rücksicht hierauf hat man ausdrucksToller 

9 

ZU setzen, sobald etwa z. B. die Negation einer solchen Formel in Be- 
tracht kommen sollte, — wahrend man freilich sonst zumeist, wie oben 
bemerkt, auch im Kalkül sich begnügt, die Allgemeinheit der Aussage 
bloB im Geiste zu unterstelleu. 

6) Ein von mir selbst begangener Fehler. 

Nachdem ich andern und den verdienffsten Mitarbeitern schon .so 
vieles „am Zeuge zu flicken gehabt", ist es nicht mehr als billig, auch ein- 
mal „vor der eigenen Thür zu fegen". Mit in den Kontroversen geschärftem 
Blick wurde ich zuletzt dessen gewahr, dass ich auch selbst an einer Stelle 
dieses Buches in einen „Fehlschluss aus unzulänglicher Bezeichnung" vor- 
fallen bin, — zum Glück ohne weitergehende unzutreffende Folgerungen 
daran zu knüpfen. 

Seite 312 dieses Bandes stallte ich die Behauptung auf, dass der 
y,rehie'^ Aussa/fcnhdktd schlechterdhujs unfähig sei uml es deßnitiv bleiben 
müsse f aiidi partihdare Urteile einzukleiden. 

Wenn er aber zugeetandenermassen fähig ist, die universalen Ur- 
teile auszudrücken (S. 311), wenn die partikularen Urteile blos die 
Negation von universalen sind, und wenn endlich der Aussj^enkalkul 
den Prozess der Verneinung an einer jeden Aussage zu vollziehen ver- 
mag, — wie könnte er dann unfähig bleiben, ein partikulares Urteil 
darzusteUen? 

Um dieses Paradoxon aufzulösen, ist nur nötig, die McCoirsche 
aussagenrechnorische Darstellung der Klassensubsumtion a ^ h auf 
ihren mlänglichen Ausdruck zu bringen; durch Negation muss sich 
dann freUich eine ebensolche — aussagen theoretische — Darstellung 
des partikularen Klassenurteils a ^b oder ab^ =4= 0 ergeben. 

Nach McColl soll (S. 311) die Subsumtion a=^b statt „alle a 
sind 6" gedeutet werden, — indem man von irgend einem beliebigen 
unter den Individuen der Mannigfaltigkeit 1, doch durchweg von dem- 
selben, spricht: — „wenn es ein a ist, so ist es ein b". Trifft diese 
Aussagensubsumtion in der That zu für jedes „es", jedes Individuum, 
so sagt dieselbe das gleiche wie die Klassensubsumtion a =^b. Um 
nun erstere zulänglich darzustellen, ist jedenfalls auch die Allgemeinheit, 
die notwendig, wenn auch stillschweigend unterstellte Anwendbarkeit 
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der AvBsage auf jeäea IndiTidmim (ja aueh anf jede Klasae) x anadrüddidi 
Iterrocniliebeiii zainal ja Vememimg dar AuMmge beabgiditigt ist Dana 
läuft die Umdeatbarkeii der Snbaumtion aber, -wie leieht za sehen uk, 



— eine Formel, die auch schon 8. 83 erwlhnt und hegrflndet ist; dieselbe 
ist demniush Herrn Mc Coli wol vor Fcirco 7Auuschreibeii, dessen Abhandlung' 
ich cpinerzeit als meine Hauptquclle hozeichnet habe. — Wie hier die 
sämtlichen Klassen x des Denkbereiches nntürlich auch din Tnrlividnpn mit 
umfassen, doch aber nicht auf diese beschrankt sind, so hatte ich auch bei 
der Bemerkung im ersten Kontext auf 8. 312 besser TOn allea Klassea statt 
nur von den LidiTidoea geeproobMi. 

WoUen wir nun, mn den Anadmok des partUrolaren Urteila an 
gewtmien, die HeCoirscke Aneaageneabsumtion korrekt Temeineni eo 
darf dies keineswegs — wie S. 811 sq. — geseheben an deren nnin- 
finglichem Anadruek ffif ^ Jif*, worin das Urteil: „es (das gedachte 
Individuum oder Objekt) ist ein a^, das: ist ein bedeuten 
sollte^ die Allgemeinheit dieses aber unausgedrflckt blieb^ — sondern 
es bat au geschehen «u der rechten Seite Ton 6), als der snlSogUchen 
Darstellung. 

Mit dieser Daratellnng der MoGoirsduni Umdentung der Khvseo^ 
subsumÜon a 6 in eine Aussagunsubsumtion ^ ^ Jb*' kommt es 
nun aber an*s l^igeslieht, daas diese letatere gar nicht rein aussagen- 
tiieoretischen Charakters ist, da ihre Bestandteile x=^a und x^h 
XJassensymbole enthalten. (Zudem ist es keine Subsumtion^ sondern 
&ja. Produkt Ton Aussagensnbsumtionen.) Es ist eine Proposition von 
zwiespältiger Natur, zu deren Yerstandniss man sowol des Klassen - 
wie des Aussagenkalkuls bedarf; und dieser „nnreine** Charakter wird 
sich ebenso auch auf ihre Negation übertragen. 

Ich habe daher der vorerwähntcu Behauptung ergänzend luad be- 
richtigend die zweite an die Seite zu stellen: daiis der „rdne^ Aussaffm- 
kaUcul schon ebeimowmiy füimf isi^ aucl^ nur universale Kiassaiurteik 
dargusteUen, 

Damit wird auch die oben erwähnte 1-aiadoxie hmfiiliig. 

Da man alao des Klassenkalkuls bedarf im AussagenkaJkul, da 
ersterer nicht aul" letzteren gegrüudet werden kann, so muss jener not- 
wendig vorangestellt werden. Auch ist der Aussagen kaikul nicht der 
einfachere, sondern vielmehr weit schwieriger zu erfassen, wie sich an 
den soeben b^prochenen Paradoxien und Konbroverseu gerade ge- 
zeigt hat. 




m 
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Fnui FranVHn-Ladd macht in ihrer mehrerwähnten Rezension meines 
Bd. 1 noch einen Ausfall gegen eine Stelle B. 75 sq. dieses Bd. 1 , wo ich 
zwar wol den Gegensatz zwischen positiven und den zugehörigen negativen 
BogritTön, als relative Unterscheidung, nicht aber eine Eintoihmg der Begriffe, 
in absolatem SinnOf in positive und negative in das System aufnehmen zu 
USnnan erkUb«, weQ es an einem Kemuseidieii dafOr gebricht, welcher von 
xwei eioander kontradiktorieeh entgegengeeetstai Begriffen, wie nütilich nnd 
eebidlich, parallel und schneidend, direU oder mmiittelbar nnd indirekt 
oder mittelbar, als der positive anzuziehen sei. 

Sie gibt mir solches nur zu für BegritFe, die ich hier kurz „einfache" 
nenne, „so long as the quality which marks its signitication is one and 
indivisible'' (cf, p. 129 unten), also für Begriffe mit „unteilbarem Inhalt", 
wie „hfliss, kalt, schwer, blau, parallel**; da sei es denn in der That eineriei, 
ob man z, B. die Zahlen einteile in gerade (e?en) nnd nicht gerade, oder 
etwa in angerade (odd) und nicht nngerade. — Anders dagegen bei „zusammen- 
gesetzten" Begriffen (when we come fo compl^x qualities); hier komme nämlich 
d' II positiven wesentlich der Charakter eines identischen Produktes (com- 
bmation of quality elements), den negativen der einer Summe von Merk- 
malen (altemation of qu. el.) zu; wonach beide «ixemelj different seien. 

Die Biehtigstellung dieser Meinnng wird für nnser» Theorie umso 
mehr Gewinn bringen, als Frau Franklin dabei ausging von einer schon 
früher von ihr aufgestellten Formel betreffend die Konstitution eines jeden 
{„zusammenn-rsetzten") Begriffes S: Seien a*, a* . . . die Merkmn1<^ des Be- 
griffs B (umfangslogisch v( i -tanden, d. i. also jedes als Kl.osse ilei ( »bjektc, 
die das betreffende Merkmal besitzen ) und t\ i\ . . . die Individuen, welche 
denelbe unter sieh begreift; dann ist 

in der That müssen, wie leicht einznsehen, die Merkmale als Faktoren, die 
Indiriduen als Summanden in den Ausdruck des Begriffes eingehen. Man 
kann dabei aber die Gruppe der Faktoren a, oder aber das Aggregat der 
Bommanden t nntetdiHchen; der Begriff ist das identische Produkt seiner 
HexlDnale; er ist anoh die idenüsehe Snmme seiner Indiridnen; nnd als das 
sine oder andere ist er bereits TOllig bestimmt. 

Üa nämlich ^ a\ oder nach Th. 20^) »^o* — i\ i^a* = i',... 

ist, so bleibt 7? = «* + »*+/^ + Ebenso ist auch J? = . ohne 

den Aggregattaktor, vorausgesetzt nur, dass die Gruppe der als wesentliche 
Merkmale angesetzten Faktoren a eine vollständige ist. Denn dieser Aus- 
dmdK bleibt ung^ndert, wenn man ihn mit der Snmme aller erdeaUicben 
Indmdaen — als der identischen Eins — mnltipHsirt ^ TIl 21J — . 
Ist nun t ein mcht zur Kategorie des Begriflh gehöriges Individuum, so 
muss dasselbe mindestens eines von den wesentlichen Merkmalen des Begriffes 
entbehren, — sagen wir das Merkmal a, welches sich unter den obigen 
Faktoren sicher mit aufgez&hlt findet, jedoch auch durch eine mulüplikative 
Kombination Yim einigen oder allm diesen Faktoren vertreten sein kann. 
Denn ist also ctt * 0, nnd der betreffende Snmmand I fUlt aus der aus- 
mnltiplizirt gedachten Snmme herans, weshalb er denn sdion in der nicht 
Mumnltipliiirten Snmme nntsrdrfickt werden mag; so gelangt man dann 
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aber zu der entangegebenen ansdnicksvoUateiL DarsteUang des Begriffes B 

suräck. 

Durch Negiren erhält man nun auch in der That den Begriff 
B, — o| + af + «f + . . .-i- i|jf»f . . . 

als Summe von Merkmalen beiw. Merkmalsrenieuiiiiigeii. 

Frau Franklin gibt Meka ein Beisinel: Es bedeute e ^ GiTÜisatioii, 
und in 

<j /yy. (C* + (? + C* + ,..) = yC 

die Faktoren y die ▼erschiedenen Merkmale der Oivilisation , als z. B den 
Besitz guter G[Metze zum Schutze von Person und ESigentiun, da^ Vorhanden- 
sein »iner Macht, welche die Beobachtung fler Gesetze zu erzwin^^pn, und 
(las i Gemeinwesen auch gegen Verppwaitigung von aussen zn sii b^'i-n vermag, 
von Institutionen, welche dem Einzelnen eine gute Erziehung uud möglichst 
Vielen einen gewissen Grad von Glllok suwenden, eto. — wogegen die 
Glieder 0 die Tsnchiedenen Anwendnngsbeispiele des GiviÜMtionsbegriffes 
bezeichnen sollen, s. B. die Civilisation der Assyrer, die der Griechen, and 
so fort. Unwesentlich ist dabei dio Frage, ob die C wie oben Individuen 
i, hier also individuelle Oivilisat innen vorstellen, oder ob z. B. etwa die 
Klasse der CivUisationen der Hellenen des klassischen Altertums sowol 
als auch der Neugriecheu zu bedeuten habe, da Klassen und Klassensummen 
C xuletit auch Individaensnmmen sind. 

Zur Behandlung dieses Beispiels ist zu bemerken, daS8 Frau Franklin 
die Negation „in acoordanee with the nsoal mle for taking fbe negative** 
in der Form ansetzt: 

+ • ' Ocfcfcf .... 

mit endebtlicbem Yerstoss gegen die Negaüomnregeln, — dass aber wegen 

dieser Verstoss belanglos ist uud die von ihr gegebene Negationsform materiell 
sich rechtfertigt. 

Dass aber die Nicht-Givilisation c^ nur die AUematiee biete^ mindestens 
einer unter denjenigen Qnalititen zu ermangeln, dtten Qeaamib-Sombimaikm 
eben die Civilisation c erst ausmacht, soll nun naeb Ftoa Franklin's 
Meinung jenen ersteren Begriff c, als absolut negativen kennzeichnen. 

Allein es liegt in dem Wesen des Begriffes r, keineswegs die Notwendig- 
keit einer derartigen negativen Darstellung. Man kann ihm vielmehr wol 
nicht minder, al^ dem Begriff c, eine Iteihe von „positiven'' Merkmalen 
gleicbieitig beilegen, die ibn vollstttndig bestimmen; man kann ibn, vielleieht 
unter dem npositiven** Namen I» Barbarei *i» c,, ebenfalls auf das Schema 

h - ß^ß^ß^ . . . (J9» + B« + JB« + . . .) 

bringen, wozu dann c = 6, in negativer Darstellung treten wird. — Ähnliches 
lässt sich vielleicht noch besser erläutern an den beiden Begriffen gesund 
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nnd hrank. Es gibt doch wol eine Kombmation von Qualitäten, durch 
w«Ioh6 der entere von beiden als „posüiTei'* Begriff sieb bestimmen ISsat. 
Aber auch wenigstens fTir einen beliebigen ünterbegriff des zweiten, eine 
bestimmte Krankheit, z. B. Trichinose, Cholera, usw., lassen sich hinreiehond 
vielp krankhafte Vpränderungen *l^r einzelnen Orgnne, Krankheitssjmptome 
u. dergl. angeben, deren Zusaminenüelfen die Krankheit definirt. Bei ent- 
sprechender Beschiäukuug des Dcnkbercichos kann duuu schon die gedachte 
einselne &MiUieit kontradiktorisch der Gesundheit gegenflbmstehen. Welcher 
TOtt beiden Begriftn »t dann der podtive? Bei allgemeinerem Denkbereich 
aber hMie inan keinesfalls die obige Darstellung eines „negatlTeil'' Begriffes 
für It n Krarik!i> itsViogriff, dn si( )i dieser doch wol additiv zusammensetzt 
aus den gedachten einzelnen Kranklieitsklassen, bezw, -individuen, — mag 
man nun diese selbst als positive oder als negative Begriffe ansehen. 

Andrerseits mnss ein nnbeatritten „positiver*' Begriff, s. B. der Begriff 
ffpolar** in dem Sinne, wie wir von Polarweide, Polarfuchs etc. qirechen, 
keineswegs notwendig als Produkt von Merkmalen gedacht werden; er kann 
anch eine AltematiTe 

polar » arktisch -f antarktisch 

enthalten. Somit ist das obige Franklin'sdie Begrifisehema auch fÖr die 

sogenannten „positiven** Begriffe nicht allgemein verbindlich. Dasselbe zeigt 
nnr die Konstitntion eines Begriff« hinsicbtlirh seinei Inhalts imd Umfanges 
in „regelrechter" Darstellung; es ist pin Ideal, dem wir xnstroben bei Aus- 
bildung unsere« Bepiiffssystems; die .Möglichkeit der Darstellung nine.s und 
desselben Begriffes in verschiedenen Formen ist nicht zu bestreiten. Die 
Unteneheidung positiver und negativer Begriffe ist pijohologisdien Ursprungs 
nnd Ittr die Logik ohne Belang. 

Audi hat Frau Franklin ebensowenig meine Zustimmung, wenn sie 
von ,,einfachen" Begriffen, von „nnteilbaren" Merkmalen spricht. Als Merk- 
mal eines Dinges gilt mir nll s Erdenkliche, wa.s wahrheitsgeinäss von dem- 
selben ausgesagt werden kann. Ich sehe in jedem Merkmal und in jedem 
Begriffe eine anbegrenzte Fülle von Merkmalen. Unter den Merkmalen 
eines Begriffes kSnnen freilich gewisse als „wesentiiehe** hervorgehoben 
werden, — jedoch in verschiedenster Weise» — welche die übrigen alle 
denknotwendig oder auch vermöge besondrer ariomatischor Voraussetzungen, 
mit bedingen und nach sich ziehen. Auch. (Ahf es wol psychologisch nr- 
sprünglichore nnd daneben abgeleitete r.e!Tijtro und Merkmale. Wenn mir 
aber nun z. B. jeder richtige Satz Ober i^arailele (sei es blos Gerade, sei 
es auch Kurven, Michen eto.) ein neues Meikmal des Begriffes ,.parallel** 
vorsteUt, so nehme ich damit SteUnng gtgmi Frau Franklin, welcÄie diesen 
Begriff neben andren als Beispiel eines „einfkohen** hinstellen will. 

3f'7 Frau Franklin aber darf ich hier wol von neuem denjenigen 
»•ntget'^t'ritr* ten, welche, als Verfechter der angeblichen faher bisher eben 
noch niemals rein in die Erscheinung getretenen) Logik des Inhalts, immer 
noch in grosser Zahl unserer Bichtang abldmend oder feindlich gegenüber- 
stehen und sieh gebtiden, als ob die Umfemffüogiik der fiikenntniss der 
Begriffe ihrem Inhalt nach nicht förderlich, sondern eher hinderlich sei. 

Spricht da X. B. nn Autor, den iidi jiebw nicht J9€|ine, mit Bezug 
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auf die Logik des Umfangs von der ^^röben Manier, die dem Eiikeffcn- 
sclirciber genügte Vor allem die Frage: wer hat denn je gesagt, dass uns 
die Logik des Umfangs genüge'^ Sie genügt uns noch lange nicht, ebenso 
wenig, wie, in unserm Streben na<!h Erkenntniss der Aussenwelt, etwa die 
Chemie oder gar die Geometrie. Ist etwa gegen die Osteologie der Vor- 
wurf berechtigt, dass ihr vom lebendigen Leibe das dürre Knochengerüst 
„genüge"? 

Endlich stimme ich auch Lotze zu, wenn er „das ewige Messerwetzen 
langweilig'* findet und meint, man müsse auch etwas Ordentliches zu 
schneiden vorhaben. An letzterem fehlt es nun aber in den exakten 
Wissenschaften nirgends, und noch weniger in jenen „Wissenschaften'^, die, 
wie die I^ilosophio, „es vollends werden wollen". Allein das Messer — 
ein viel zu stumpfes Instrument — ist die Wortsprache! Es gilt die Her- 
stellung und den Gebrauch weit feinerer Zergliederungsinstrumente I 
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Siebenundzwanzigsto Vorlesung. 

§ 55. über Enüpftingen von bestimmten formalen Eigensohaften 

im identischen KalkuL 

a) Der identische Kalkül ist vorzüglich geeignet, um zu jedem 
erdenklichen Kalkül ein Substrat zu liefern, sofern dessen direkte 
Operationen eindeutige, aber nicht eindeutig umkehrbare sein sollen. 

Irgend eine Funktion fix, y) zweier Argumente wollen wir als 
eine Knüpfung zwischen ebendiescu in's Auge fassen und mit x o y 
bezeichnen. Dann ist nach dem Boole'schen Fundameutalsatze (Bd. 1, 
S. 415): 

N = Tpxy-\-qxy^ + rx^y-^s ar.y,, 

wenn wir uns in diesem einen Fall auch einmal des horizontalen Ne- 
gationsstriches bedienen. 

Die Knüpfung heisse auch „symbolische Multiplikation'^ 
Die inversen Operationen zu dieser sind zu definiren durch die 
Gleichungen: 

(xofc = a) = (x=^|.), 
(b o X = d) = (x =^ a z b), 



wonach denn unter dem ,^ymholischen Bntch'' resp. unter dem ,fSym- 

holischen VerhäUniss" a ih die allgemeinste Lösung der Gleichung 
liukerhand zu verstehen sein wird; falls diese Gleichung nicht auflösbar 
sein sollte, hat der betreffende Ausdruck als sinnlos, = oo, zu gelten. 

Die Gleichung x ob = a, rechts auf 0 gebracht und geordnet, 
gibt Ax + J5x, = 0, nämlich: 

(j>,ab + q^ab^ + pa^b + qa^b^)x + (r,a6 + s,afe, + ra,6 + safi^)x^ = 0 

und hat zur Resultante nach x^ in Gestalt von ^^ = 0: 

p^r^ab + ■¥ pra^b + qsa^b^ = 0, 

und zur Lösung x = Bu^ + -4,tt bei arbiträrem u: 

^ = x = (r,/<, + pu)ab + (s,m, + qu)ab^ + {ru, + ;j,u)«,/> + (s«, + fJtii)aJ\- 
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Schreibt man: 

^ = pah + g'at, + r'afi + s'o,6,, 

so ist 

|)' = r,«, +i>M, (l = s^%^^^- qu, r =rtt, +p,u, s' = SM, + g,u 

und man erkennt unmittelbar (oder auch durch Elimination von 
r, s, wobei u von selbst herausfällt,): 

also ist ^ von der Form : 

= r[ab + sjafc, + r a,6 + s'a,Z>,. — 
Ebenso gibt die Gleichung 6 o :r = a: 

mit der Resultante: 

p^q^ah + r,s,a6, +^30,6 + rsafi^ = 0 

und der Auflösung: 

o s 6 = 2: = (g,M, + pu)ah + (s,u, + rM)afe, + {qu^ + p,tt)a,6 + 
+ (su, + r,«)a,6,; 

es ist also auch a %h von der Form 

a s 6 = r\ah + sJaZ>, + r'a,6 + s'a,fe,. 

Überhaupt ergibt sich alles auf a % h bezügliche aus dem über =• eru- 

irten einfachst, indem man q mit r vertauscht. 

ß) Die allgemeinste assoziative Knüpfung im identischen Kalkül 
soll jetzt ermittelt werden, — mithin die „Lösung^* (der Funktional- 
gleichung) des Algorithmus 

a o (b o c) = (a o b) o c = a o b o c. 
Wir erhalten gemäss Oj): 

(aob) oc = p{a o b)c + q{a o 6)c, + r(a o i>)c + s(a o b)c^ = 
= (jp + r)a6c 4- (p? + P,s)otc, + C;)? + q,r)ab^c + 
+ (g + s)afc,f, + praJ)C + (qr + r^s)a^bc^ + 
+ (ps + rjf,)a,?>,c + qsafi^c^y 

a o(hoc) = pa{b o c) + 5a(/> o c) + r«, (fc o c) + sa, (b o c) = 

— (Jy + q)abc + pqabc^ + (J)r-}-qr^)ab^c + {ps + qs^)ab^c^ + 
+ (pr + p^s)a^bc + {qr + q^s)a^bc^ + (r H s) a, 6, c + r Srt , fc, . 
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Sollen diese 1>6iden Auidrfieke für ganz beliebige a, b, e einander 
gleich ami, so müssen die gleiehstelligeD Koeffizienten ttbereinstimmen: 

p + r=p + q, pq+p,s=-pq, pq + q,r = pr + qr^, q + s^ps + qs„ 
pr=pr + p,s, qr + r^s = qr + q^Sj ps + rs^ = r+s, qs = rs. 

Die acbi Qleichimgeii lauten, rechts auf 0 gebracht: 

und yereinigen sich m der Gleiehnng 

ß%) P,s-i-(p, + s){qr^ + q,r)=^0, 

oder zn dem Subsomtionenprodukt: 

Wir wollen diese Aussage die „GtarakkriMf* assosiatiTer Knüpfungeu 
nennen. Dieselbe ist symmetrisch allgemein nach r, s m Idsen. 

Der Subsumtion s=^p wird auf die allgemeinste Weise genflgt — 
cf. Bd. 1, S. 504 — y indem nun setzt: 

= xA, p = X + A, 

wonach ps^ %k^ + x,A wird. Um der zweiten Forderung 
SU genügen, ist nunmehr ebenso zu bewirken, dass 

XA, + X,A a=5 « -I- ^ 

Nach Bd. 1, »S. 513 sq. sind hiezu die Lösungen: 



wird. 



« =d(«, + ft) + ««/J 
r -d(«, + A) + s,«/J 



Hiennit wird dann 

und t fiUt ganz heraus; die allgemeinste assoziative EnOpfuug im iden- 
tischen Kalkül ist sonach diese: 

.T o y = (a + /i 4- y)xii 4- { (a, + ß^)8 + «/^^ ] + 



A) 
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A) 



worin die fttnf Gebiete a, /3, y, Ö, £ arbiträre Parameter vorstellen; 
und zwar kann unter ihnen c noch nach Belieben festgesetzt werden 
(z. B. = 0 oder 1) wü^eschadet der AllgemeinJieit. 

Als der übereinstimmende Wert von {x o y) o e und x o (y o z) stellt 
sich heraus, (indem die Probe stimmt): 

xoyoe = (a + ß + y + d)xye + {{aß, + a,/3 + a^ß^y)d + aß£]xyz, + 
+ {{a + ß + y)d + aß]xy,g+{a,ß^Y + (.at + ßd^ + (tß£}xy,z,+ 
+ (W, + «,/3 + «,/J,y)*+«/3«,la?.yi^+(«,/3,y+(a.+/»,)<J)a',3/^.+ 

+ {«,/5,y + («, + ß,)^ + 1 ^,y,^ + a,Ay<y^,y,^^,- 

Wir substituiren hierin £r o m für Zj um nun auch x o y o z o u 
sorgfaltig zu berechnen. Hierbei treten merkwürdigerweise alle Koeffi- 
zienten bis auf viere doppelt auf: 

xoyozou = (a + ß + y)xu • yz + {a,/3,y + (« + ß)d + aß]xu y^z^ + 
+ [ { («,+/3,)(y+a/3« I xu, + [ (a,+/3,)a+a^£, } x,u](ifz+y^z,) + 
+ {a,/3,y + (a/3, + a,ß)d\x^u, • yz + a,/3,yx,M, • y,^, + 
+ [{aß + d)xu + + (aß, + a,ß)9 + a/Jfjxu, + 

+ l«./3,y + («^,+a.i8)^+a/3£,)a:,M-|-(a,-l-/3,)dj-,M,l(y5r,+y,.). 

Die beiden Glieder in der ersten und resp. in der dritten Zeile würden 
sich analog zusammenziehen , wenn 

+ (« + /3)(y + a/3 = a + /3 + a,/3,y + (a/3, + a,ß)d = a,ß,y 

wäre; diese beiden Bedingungen laufen aber hinaus auf folgende: 

(aß, + a,ß)ö, = 0, (aß, + = 0 

oder 

a = ß. 

Bedingungslos aber stellt der Ausdruck in der letzten eckigen 
Klammer auch seinerseits wieder eine assoziative Knüpfung vor. 
Streng geordnet ist 

xoyozoH= (a + ß + y)xyzu + |(a, -f- ß,)d + aße]xyzu, + 

+ (aß + d)xyz,u + {a,ßj + (a/3, + a,ß)d + ußB]xyz,H, + 
+ (aß + ö)xy,zu + {a,ßj + (aß, + a,ß)d + aßi]xy,zu, + 
+ {«,/3.y+(«+/3)<^+«/3)a:y,^;,M+((a,+/3,)d+a/3£}j;y,z,«,+ 
+ [(a, + ß,)d + aße,\x,yzu + {a,ßj-^(aß,-^a,ß)d\x,yzu,+ 
+ [a,ßj + (aß, + a,ß)6 + aß£,]x, yz, u + (a, + ß,)dx,yz, u, + 
+ { a,ß,y + (aß, + a,ß)d + aßE,} x,y,zu + («, + ß,)dx,y,zu,+ 
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Nennt man luer m und n 4ie EoeCfisienteii und m *••« + «•'■ ti, 
die beiden Glieder in izgend tma Zeik, und tnbslitairt nun uov für u 
resp. uov fBr u,^ so enMebt dunnie 

»i • • • {puv + quv^ + ru^v + su^v^) + 

= {inp + w^;,) • • • UV + (w^ + nq^ • • • «r, + 

+ (wr + nr,) + (»»5 + ws,) • • • t»,t>,; 

ee ist damit angedeatet, auf welche Weise die Eoeffisienten bei Hin- 
satritt einee weiteren ejmbolieclien Faktors ans den vorigen absoleiien 
sind. Und awar gilt diese Ableitung offenbar aUgemein ancb fBr die 
Fortsetsong nnd Ansdebnnng des Yerfiüuens auf noch mehr Faktoren. 

Ein BUdungsgesets für die Eoeffizienten musi sich indessen er- 
geben, wenn wir bis au einem Plrodukt ans hdchstens 8 symbolischen 
Faktoren weiter gehen, weil spBtestens von da ab die früheren EoefBrienten 
lieh nur immer wiederholen mflssen. 

Denn die Charakteristik fordert das Wegfsllen der HSlfle yon den 
16 Eonstitaenten in p, q, s, und mit den Qbrigen 8 kdnnen blos 
2* » 256 Terachiedene Ausdrücke gebildet werden, — eben nur so Tide, 
als das entwickelte symbolische Ptodukt der 8 Terme Glieder aufweist. 

Dwh redusdrt sieh die Zahl der an gedaditem Zwedc au berechnenden 
Koeffizienten noch ganz erheblich. Zunächst nimlioh ist au beachten, 
dass zu den 4 Eoeffizienten Ton xoff und den ^»^S Eoeffizienten 
Ton xoyos zuletzt mit xoyo§o% statt 2* » 16 nur 6 neue Tersehiedene 
hinzugekommen sind, da in nur die 10 in ^5) zusammengeeteUten 
Eoeffizienten Ton einander Terschieden sind, yon diesen aber wieder 
das erste und das lefaste Eoeffizienteupaar (in ß^) schon bei soy yor- 
kommi Diese beiden Paare Uefem ebenso, wie die Eoeffiziwiten yon 
seoyoZf auch die yier ersten und die yler letzten Koeffizienten yon 
xoyogouov. 

In diesem letzteren Ausdruck werden aber zudem yon den fibrigen 
2^^ — 8 » 24 zn beredmenden Koeffizienten jedrai&lis weitere 8 doppelt 
auftreten, namlioh je die 4, welche der zweiten oder dritten bezw. der 
sechsten oder siebenten Zeile in /3g) entstammen, wegen der Überein- 
Stimmung dieser beiden Zeilenpaare in den Koeffizienten. 

Für die hiernach noch übrigen 1(> 'Koeffizienten berechnen sich 
folgende Werte, und zwar 

aus der zweiten (und dritten) Zeile von ß^) die viere: 

aß + {a + ß + y)d, u^ß^y + (u, + ß,)d + uße, 

*aß d + cc^flj, {uß, + u^ß + u^ß,y)d ^ aße, 

HcamOoMH, Algsbn der Logik, t. IL ^2 
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ana der Tierten Zelle: 

aß + {a + ß + y)d, + (a. + + a/3f , 

aus der f&uften Zeile: 

+ («, + ß,)d + »(«ft + «,ß + «, Ay)*, 

endlich aus der sechsten (und siebenten) Zeile: 

«, Ar + («I + A)* + («A + «./^ + «• Ay)'i 
(«ft + + «, Ar)* + «,Ay + («, + A)*- 

An neuen Koettizieiitcu sind hiernach uur die beiden beeternten* 
zn den bisherigen 18 liiuzngxkonmien. Auch erp^abeu sich nur vierer- 
lei Paare, von denen das erste und letzte schon bei joyog vorkamen. 

Um fortzufahren, haben wir also nur noch die beiden neuentstandeueii 
Paare demselben Algorithmus zu unterwerfen. Das erste von diesen 
(in der zweiten oder dritten unserer Koeffizientenzeileu) liefert: 

«lAy + (« + + «/J, («, + + ctße, 

aß + d, «,Ay + («A + 

das andere (in der sechsten oder siebenten Zeile): 

«,Ay + («A + + («, + A)<^; 

(«, + A)* + «^«11 «.Ar + («A + 

Diese Paare Bind aber similich nnier xoyozou schon Toigekommen, 
sodass wir doi AbaeUnss eneieht haben. 

Ss können scnaeh in allen sjmbolisdien Prodnkien ans nocli so 
viel Faktoren nicht mehr eis die bisherigen 20 Koeffizienten vorkommen, 
die sich in den Eiilipfongen aus 2, B, 4 und 5 symbolischen Faktoren 
erstmals vollständig zusammenfinden, Ton da ab nnr wiederholen. 

Ist nun ein symbolisches Produkt von N Faktoren gegeben, wohl- 
geordnet imd so hingeschrieben, dass die Glieder seiner Entwickluntr 
zu je zweien in einer Zeile stehen, wie oben in und /3g), und mau 
will das symbolische Produkt ans N \ Faktoren bilden, so wird jede 
Zeile des gegebenen Produktes zwei Zeüen des geäuchteu, jedes gegebene 
Koeffizientenpaar einer Zeile deren zwei neue liefern. Die folgende 
Tafel gibt zu jedem Koefiizienieapaar i links einer (-Klamnier) die 
beiden tJaiaus hervorgehenden Koeffizientenpaare (rechts), wobei ich 
mich der im nachstehenden Koeffizientenverzeichnisä ß^) gedeuteten Buch- 
btabenbezeichnungeu bediene. 
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f 69. Ober fbflpAuigMi von 



fonnklen ESgenaolialten. 499 



P = 

r = 

(i = 

e « 

U = 

(«•'- 



c + /3 + y g = 

ui- ß + y + d b = 

uß + (a + ß + y)d d ' 

ttß + d 

r) r- 

a,ß,y + (aß, + a^ß)d + aß€, h' - 

aß + a,fty + d (3 '« 



{aß^ + a^ß + a,ßj)d + aßt 
a^ßj + {a^ + ß,)d + ttß£ 

•ff) 

(«, + A)* 



0? o y o f B aa;y;9 + dafyxr, + cxy^g + + 
oy o jr o« '^pxyjsu + qxyzu^ + a'xyz^u + b'xyz^u^ -f- 

+ h'xjy^u^ + rx^y^M^u + 



Tafel 




Mit Hülfe dieser Talel iässt sich nun ohne weiteres hijisckreibeu: 

xoyogouov = axyeuv + hwtjzuv, + cxyzu^v + dxyzu^v. + 

4- cxyr^uv + dxyz^Hi\ + p'xyz^ u^v 4- hxyz^u^v^ + 
+ cxy^zuv + (ixy^zuü, + pxy^zH^ V + hxy^zu^v^ + 
+ pxy,ZfUV + bxy,z,uv^ + cxy^z^u^ v + (iu.y,Ä,w,v, + 
4- ex^yzuv + fx^yzuv^ -f yx yzn^ v + s'x^yzu^v^ + 
+ yX^yZ^UV + 5.2;,l/if,,Ut7, + t^,*/^,M,ü + fx^y£^^^^v^ + 
+ gx^y^zuv + sx,y,zut\ + ex^y^^u^v 4- fx,y,zu^v, + 
+ ex^y^z^m 4- fx,y^z,uv, + gx,y,z,u^v 4- hx^/s^u^v^ 
= axyguv 4- p'xv(yz,u^ 4- 1/,^«, + ?<) -r 

+ s'ic, fj, (^xrii, 4- y-s-, w 4- y,^M) 4- hx^y^z^u^v^ -r 

+ (da?©, + ««,t'+/'«,»,)6fi»«+y«i»i+yi'«»,+yi'i«) + 

+ (c«tr + dxv^ gx^v)(ifgu^ + ys,u + y^Mu + jf, *,«,); 
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j;oyo£roMot;oM; = 
= pxyeuvw + qxyzuvtr^ + a'xyzuv^w + h'xyzuv^w^ + 
+ axyzu^vw + h'xyzu^vw^ + cxyzu^t\w + qxyzu^v^tc, +, 
+ axyz^uvw + h'xyz^uvu\ + cxyz^ut\w + qxyz^uv^w, + 
+ c'xyz^u^vw + gxy-eriUit'ttJ, + axyz^u^t\tv + b'xyz^u^v^w^ + 
+ a'a;y,jefut'M? + t'ary,<?uyM', + cxy^zuv^w + qxy,zut\u\ + 
+ cxy^zu^vw 4- garyiifMirtc, + a'a;y,;?u,r,M; + h'xy^zu^v^w, + 
+ c'xy^z^uvu^ + qxy^z^uvw^ + axy^z^uv^w + b'xy^z^ut^w^ + 
+ axy^z^u^vtc -\- b'xy,z^u,vWf + cxy^z^u,v^w + qxy^z^u^v,u\ + 
+ rx^yzuvw + f'x^yzuvw^ + (jx^yzuv^w + h'x^yzuv^u\ + 
+ p'a:,yjCM,ra7 + A'x,yjPu,t'MJ, + rx^yzu,v^w + f x^yzu^v^w^ + 
+ y'x^yz^uvtv + Ä'a:,y£r,Mvtr, + ra:,yjer,ut?,t<; + a:,yjsr,ut;,MJ, + 

+ rX^yZ,U,VW + f X^yZ^U^VW^ + g'x^y^^U^V^W + h'x^yZ^U^V^W^ + 

+ g'x^y,zuvw + h'x^y^zuvu.\ + rx^y^zuv^w + ic,y, + 
+ rx^y^zu^vw + f a:,y,£tt,t;u?, + g'x,y,zu^t\w + h'x^y^zu^v^iv^ + 
+ rx^y^z^uvw + f x,y^z,uvu\ + $r'a;,y,Är,ur,M7 + h'x^y^z^Hv^w^ + 
+ g'x^y^z^u^vw + h'x,y,z^u,vi€, + rx,y^z,u^v,w + sx,y,z,u,v^tc, = 

= pxw ' yzuv + sx^w, • y,£r,M,r, + 

+ • (y^«' + y^.f, + yj^.M*', + + y,^^', + y,^,«^ + y,^,«»' + yi^iW,»\) 

+ c'«m; 01X11111 
+ rx^iv 11111111 
+rx^w, 11111110 

+ a'xwl ' (yzut\ + yzu^v + yz^uv + y^zuv + y-?,«,«', + y,^^',»', + y,j2^i«^'i +y,'2^,M,v) 
+ 11111111 
-¥gx;iv 1 1 1 1 1 1 1 1 

11111111 



Man sieht, dass ^ c = p, f = s, da« heisBi (cf. oben S. 496) für 
Ao) = « 

eine beträchtliche Vereinfachung eintritt. In diesem „ausgezeichneten 
Falle'* ß^Q) unserer symbolischen Multiplikation fallen nämlich von den 
20 Koeffizienten viere fort, indem 

c =^ p, f = s, />' = o, s' = h 
wird, und die noch übrigen reduziren sich zu: 



p 


= a + y 






r = 


«,d + «f, 


S = 


a,y 


a 


=« « + y + d 


6 = 




c = 


a + yd 


rf = 




e 




/• = 




9 = 


a,(y + d) + «f, 


A = 


«,yd 


a 


= « + d 


6'= 




y = 


y + a 


//' = 


u.d. 



§ 65. Dber Knüpfungen von bestimmten formalen Eigenschaften. 501 

X oy und xoyoa bleiben bei dieser Annahme unverändert; dagegen 
wird einfacher: 

X oy o z o u = (joxu + qxu^ + rx^u + 8X^u^){yz + y^e,) + 
+ (axu + b'xu, + g'x^u + h'x^u^{yz^ + y,^?), 

xoyozouov = 

= {axv + hxv^ + €x^v 4- fx,v,)(yzu + yz,u, + y^zu^ -h y,^,«) + 
+ {cxv + dxv^ + gx^v + hx^v^){yzu, + yz^u -h y^zu + y,e,u^), 

xoyozouovow = 

= {pxtc + qxw, + rx,w + sx,u\) • 

• (tfzuv + yeii,v^ + y^f.Mv, + yz,u,v + y,zuv, + y,zu,v + y,efUv + y,-?,«,«^,) + 

+ (axw + b'xto, + g'XfW + h'x^w,) • 

• (yziw, + yzu,v + yz^uv 4- y,zuv + yz,u,v, + y,zu,v, + y,z^uv, + y,z,u,v), 
und so weiter! 

Das symbolische Produkt xoyo --oHovow beliebig vieler 
Argumente stellt sich offenbar hier stets dar als Binom zweier (iden- 
tischer) Produkte aus je zwei Faktoren, von denen der eine das erste 
Argument x mit dem letzten to verknüpft nach einem der vier 
Knüpfungsschemata: 

xow = p xw + q xw, 4- r x,tv + s x^^o^ 
xotv = axw + b'xw, + g'x,w + h'x,w, 
xow = a xw + b xw, + e x^w 4- f x,w^ 
xow = c xw 4- d xw^ 4- gx^w 4- h x^w^, 

während der andere die übrigen Ar^imente y, • • • «, v enthält. Denkt 
man sich die identische 1 nach diesen y, • • • w, v entwickelt, imd be- 
zeichnet man die eine Hälfte dieser Entwicklimg, nämhch die Summe 
derjenigen Entwicklungsglieder, welche eine gerade Anzahl (0, 2, 4, • • •) 
Negate aufweisen, also y • • • wr 4- y • • • m,v, 4- • • durch deren erstes 
Glied mit vorgesetztem Summenzeichen, und ebenso entsprechend 
die andere Hälfte, so gilt für eine gerade Zahl von symbolischen 
Faktoren: 



ßn) 



X o y o • • ■ o u o V o tv =^ (x o w) £y • - • uv + {x o tv) Ey 



UV, 



für eine ungerade Zahl dagegen: 

x o y o • • o u o V o w = {x o w)Zy • - • uv + (x ^ w)£y • • • mv,. 

Die vier Knüpfungen /J^) sollen einander ,^onjugirt€^' heissen, die 
drei letzten auch „der ersten zugeordnet'. 
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Dieselben sind je fär aich wieder assoziative Enüpfungen oder 
symbolisclie Multiplikationen; denn die Cbankteristik fi^) ist eiffilh 
wie &a die erste denelben: 

so aaoh {Qr die ihr zugeordneten Knüpfnngen: 

fl;A'+(a;+Ä')(ft'i^+%')-o 

af + (a, + f)(h e, + h,e) — 0 

wie man leicht nachrechnet 

y) IHsiribiaher Zimmmekkatig. Welehes sind die Bedingangen 
dafilr, dass awei Knftpfongen, die als symbolische Mnltiplihation und 
Addition besetchnet weiden mögen: 

in dem dibtributiTen Zosammenhang stehen: 
Es wird 

xo{^^z)^{px-¥ r«,)(oyjr + ftyjr, + cy,* + dy^B) + 
+ + sx^(a^yz + &,yir, + c.y.z + rf.y.jf,) 
— (ap + a,g)a;y# + {hp + 6,?)xyjr, + 

+ {cp + + {dp + d,q)xy,z^ + 

+ (ar + a,s)x^yM + (hr + b,s)x,y2^ + 
+ (er + c,5)x,y,^ + (rfr + d^s)x^y^z^, 

mid andrerseits 

af oy j«of — 

— a(pa;y + qxy, 4- ra:,y + 5J-,y,)(i>^-y + qxz, + rx,* + + 
+ hijßxy + ?jry, + rjr.y + i/. hj>,x^ + + r^x^z + 5,a:,*,) + 
+ cip.xy + g,a:y, + r,x,y + if,x,y,)(jp^5 + ga?jr, + rx^t + 4»\r,r,) + 

+ d{p,xy + y.a y, + r^x^y 8,x^y,){p,xz + ^.arz, + r,^,.- : .n, x,^,) « 

— <i(j)y + 5y,)(pir + qz^jx + rt(ry + sy){rz + + 

+ c(/>,y + Q,ii^)ip2 + 9^,)^ + c(r,y + s,y,)('-^ + + 

+ diP.y + g,y,)(i>,^ + q,z)x + rf(r,y + s,y,)(r,ir + s,ir,)x, — 

(dp + (Ip^xyz + (a^jg + hp'i ^ cp,5 + dl\<i)xyz^ + 
+ (aj)^ + c;>7, + hp^q + dp,q,)xy,z + (fl^ + dq,)xy,z^ + 
+ (rtr 4- dr^)x,yz 4- (ars + fcr^•, + cr,s + rfr,s,)r,yr, 4- 
4 (ars + crs, + fer,s 4 dr^sjx^y^z + (a« + rf5,)x,y,-r,. 
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yeigkidumg der Koeffisienten in den gleichnMnigeii Gliedern ergibt 
8 Gkiefaiingen, die, rechte anf 0 gebracht und linhs nach den p, q 
beow. r, 9 entwickelt^ xa je sweien ttbefeinstimmen: 

a^pq + 0 'pq, + (ad + a,d,)p,'2 + dp^q, ^ 0 

fi,pq + 0 . pg, f- {b c+b, c,)p,q + dp^q^ = 0 

a,/"5 + 0 • r s, + {ad + a,flf,) r, s + di\s^ = 0 

a,r« + 0 • r + (6 c + 6, c;)r,« + rfr,«, « 0. 

Die vereinigte Oleichnng dieeer Bedingungen iat also: 

a^{Jpq + ^s) + {ad + a^d^ + 6c + + r,s) -f + r,*,) — 0. 

d) Eine Eiifi]ifiing aoll dem QeaetBe 

dl) (aob) o (b o c) ^ aoe 

genfigen. Also bilde 

p{a ohjip o c) f q (a o h){b o c) + r{a o h){b o c) 4- 6(a b){b o c) 
= p\(pa + ra^b + {qa + sa,)6, 1 |(i>c + gc,)6 + (rc + sc,)i>, } + 
+ I (pa + ra,)d + {qa + «a,)6, } { (/»,c + (/,c,)6 + (r,c + «,c,)6,) + 
+ r { (p.a + r,a,)6 + (ff,a + *,a,)6, H + ff 0* + + ««.)^ I + 

+ s{ (p,a 4- r,a,)6 + (?,a + s,a,)6, } ( (i),c + + (r,c + — 
= p(pa + ra,)(pc + + piqa + sa,)(rc + j/y, + 

+ + gr, 7,/- + 7,sia//,c + (pg + gs, + qja)0'b^c^ -v 
+ (pr + qr + p^i\fi)a^bc + [pqr + q^)\s)a^bc^ + 
+ Cp** + qftS + rs,)a,6,c -f- psa^b^c^ = 

Dies soll gleich werden dem Ansdmok: 

a o c ~ pac + gac, + ra,c + i>«,(',, 

also nur scheinbar eine Funktion von hf in Wirklichkeit unabhängig 
▼on b sein. Wenn nun etwa die Funktion 

konstant iubezug auf x sein soll, so ist fUr beliebige x, y 

f ix) = /(y), Ax -r Bx, = Ay -h By^ 
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I 



oder feciitft auf 0 gebracht 

(^Ä, + .l,Ä){»y, + «,jf)-0. 

Durch Eliminatioii Ton Xf y erhalten wir die Reenltante: 

AB,-¥A,B = 0 oder Ä = B 

als notwendige und hinreidkende Bedingung dafOr, dass Ax + Bx^ mi> 
abhängig von x werde. 

In unserem Falle nun mfissen also die Koeffisienten von h und b^ 
einander gleich sein, und Ewar fUr beliebige c; es folgt dah^: 



pr + qr +p,r,« = pr + rs, + {/r,« 



Lassen wir den letzten Teil recblSj fler sich aus der Gleichsetzung 
mit a o r er*i;ibt, vorerst beiseit-e, um zunächst nur das Kriterium der 
Unabhängigkeit des (aoft)o(6or) von b zu gewinnen, so sind die 
Tier Gleichungen iinkerhand zunächst auf 0 zu bringen, zu welchem 
Ende man ihre beiden Seiten zweckmässig nach r oder qr entwickelt. 
Man erhält: 

p,ff,(qr, + 7,r) -f p^s - qr + p - q^r, = 0 
p^s {qr + q,r,) + p^s, • qr, + p s ■ q,r = 0 
p,s (qr + p s • qr^ + • =0 

P « i^r, + fl.r) +1» • är + • 2,r, — 0, 

und als ihre Tereinigte Gleichung 

•* joder pSf + p^s = qr^■i q^r, oder ps •¥ p^s^ = qr + q^r^, 
oder endlich auch 

ipqr'^S'^+q+r)(pqS'^r^p + q+s)(prS'^q'^p-i-r+s)(qrs^p-^q+r+s), 

d. h. jeder Ton den vier Koeffizienten mufls swisdten dem Pkodnkfe und 
der Summe der drei andern li^en. 

Um diese Gleichung d|) symmetrisch allgemein zu lösen, ersetze 
man sie durch die beiden: 

ps,+p,s = e, gr, + g,r = €; 

dann erhält man nach Bd. 1, S. 514: 

— + I», — Vi + A« öf — ys,+d* 9,^y,e, + V 
» — tf«, + /3,f s,=-a,«, + /Js r — yf, + *,« r, — }»,s, + ds 
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Die Substitntioii dkaer Werte in die Doppelgleicfaiingen d^) ergibt die 



(ßd + ß,d,)e + ^ ^f«, + d f 
OJd. + ftd)« + y«, — + 
cre, — + 

welche iuBgeeami »of die eine 

dj A*-o, s^ß 

hinauskommen. Leiatere liefert ab ihre Tereinigto Oleiehung 
nnd hiernach 



oder wenn nach ^' ^ jeder der drei Badistaben der oberen Zeile 

dnrcb den darunter stehenden ersetzt wird, 

Mitbin iteUi 

«oy = («^ + €)xy + ((«, + + (tß9}zy, + 
+ {i*^^ + ß,)y + «ß9,]x,y + (a, + ß,)ix,y, 

die j^esuchto, dorn Gesetz unterw o i tV n r Knttpfang vor. Dieselbe ist, 
wie niai) sieht, niclU kvmmutatir, \^<il aber (issoeiativ, da die Cbarakte- 
ristik ß^) der assoziativen Operatiotu n sich hier als erfRllt erweist. 

Um noch die Cburaktcristik derselben HufzuBtellen, bat mau der- 
jenigen d,) der Unabhängigkeit des (a o 6) o (^6 o c) von h nur noch die 
Forderung 

hinzuzufügen (cf. — oder da p,.*^^*?'* + 7i''i) = ^ bereits in der ün- 
abhängigkcitscharaktcristik Ö^) enthalten war, so wird letztere von der 
gesuchten blos um den Term P,-'^(Qf\ + übertrofl'en, welcher =0 
gesetzt den Exzess dieser Charakteristik Qber jene darstellt. Die ge- 
stiebte lautet also: 

wo der kteto Term links den ISziesB der Torliegenden Uber die 
CShankteristik /),) der assonatiTen Enflpfongen repiisentiri In Snb- 
MunüoneirfoTm erbilt man aus 9^) 

(j,qr =^5^j>=^2 + r + s){rs =^ q =^i> 4- r){qs ^r^p + q). 
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§ 56. Über die ModaUtät der Urteile. 

Mit Kant teill die gchnlmaHwge Logik befaumilich die Urteile ein 
in die drei Kategorien der j^apodiktiaehen''; der „aMertoriaehen." und der 
„proUematiechen'', je nachdem dieselben — eofem ne kategorieeh nnd — 
unter einer Ton den drei Fcomen rieh darstellen: 

Ä nms B sein, oder: Ä ist mkMndig B, 

AiglB, oder: Ä ist thateScfalich, mifSOig B, 

B flrin, oder A ist mS^iii^imm» (vielleieht) B. 

Es genügt für das folgende, an die iNgahende kategorische Uxteilsfoim 

rieh zu halten, da das Schema A ^ B derselben auch die vemeinenden 
kategoruchen, sowie die hypothetischen und disjunktiven mit umfasst; in 
clor That kann B auch durch ,,mcht-5" vertret«!i s*»in: und es kann, 
wie schon in der 15. Vorlesung gezeigt ist, dieselbe Subbumtion auch — 
mit Kücksiclit auf die drei Modalitätskategohen — benutzt werden lür die 
Aasdmeksfozmen: 

Wenn A gilt, so miMS (notwendig) B gelten, 

(Znftllig) gilt B^ wann A gilt, 

Wenn Ä gilt, so Mnn B gelten, (gilt vielleicht^, 
also ttlr hypothetische Urteile; endlich können nach S. 62 f. die disjunktiven 
and die noch allgemeineren alternativen Urteüe leicht in die hypothetische 
ürteilsfom nmgesehriebm werden. 

DerEinteiluDgsgmnd zu der Torstehenden Klssiifikation der Urteüe, 
ihre ,^odalität^, sollte sein ein genus prozimum zu den Begriffen der Not- 
wendigkeit, der ZnfUligkeit (oder zufälligen Thatsachlichkeit) und der 
Möglichkeit Und zwar setzte sich die Anschauiing fest, als ob durch 
diese drei Prädikate verschiedene Grade der Gewissbeit ausgedrückt 
würden, sodass das apodiktische Urteil eine höhere Garantie für die 
Wahrheit de^ Urteils gevvüiiro, als das blos asseriüi ische , und dieses 
wieder nithr, als das problematische. Demgeuiäss wurde unter zweien 
von den drei Urteilsformen die eine als eine siürkerc Versicherung hin- 
gestellt, die andere dagegen schwächer geuaunt. Die Scholastik glaubte, 
— für die Syllogismeu wenigstens — die Mucialität der Konklusion 
nach derjenigen der Prämissen bestininien zu können durch die Regel: 
„Conclusio sequitur partem debiliorem'', gemäss welcher der Konklusion 
die Modalität der im erläuterten Sinne schwächsten Prämisse /.ukame. 

Von den eintacheu Syllogismen musste sich dieser Satz auf alle, wenn 
such noch so zusammengesetzten deduktiven Schlüsse übertragen, in Anbetracht, 
dass nach der Lehre der scholmftssigen Logik alle deduktiven Schlüsse dmefa 
blosses Zusammenwirken einfacher Syllogismen zustande kommen sollten. 

Alles deduktive Schliessen aber sollte beruhen auf den vier Grund- 
sätzen oder „Donkgesetzen" detJdmtUät^ des Widersprw^ des ausifesckioasenm 
Mittdß und der Kausalität. 
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Wie TieUnnidg inddBsen — sunlehrt — der Grondsats der Kausalität 

ist, wie unklar dämm der Anadmck oft bei Deigenigen geblieben, die den* 
selben im Munde fahren, — und wie Unrecht man gethan hat, diesen, — 
im einen Sinne metaphysischen, im andern psjeholocrischen Grtindsatz mit 
den übrigen, den logischen Prinzipien auf eine Linie zu stellen, ist »choa 
von mehreren Seiton ausgeführt worden, — vergl, hiezu auch Bd. 1, S. 26, 
sowie Sigwart^ p. 203 . . . 213. Wir haben bei Begründung und Ausgestaltung 
des ganzen Qebäudes unserer üm&ngsiogik niemals Veranlassung oäec auch 
nur eine H(}gliebknt gdiabt» uns auf jenen Grundsatz zu berufen oder den- 
selben irgend wie zu verwerten. Die Übrigen drei „Denkgesetze" haben wir zum 
Teil durch andere, gleichiallä nicht zahlreiche ersetzt, und es dürfte aus 
unseren Eriirterungen unwiderleglich hervorgehen, dass jene Lieakgesetze 
nicht ausreichen, um die Regeln des folgerichtigen ScUiessens auch nur 
innerhalb der traditionellen Logik aussdiliesslich auf sie grflnd«i zu könnm, — 
selbst wenn, wie geschehen, das Prinzip der Identität noch erweitert wird 
zu dem der ,J%creln^mmm^y welch letsteres wesentlich auf unser Th. 6^ 
ab hinausläuft. 

Die Mängel obiger Anschauung wurden nun aber von neueren Philo- 
sophen, insbesondere von Sigwart* p. 180. ..232 und F. A. Lange* 
p. 30... 54, schon so vortretllich und gründlich blosgelegt, dass mir, 
indem ich auf die Genannten Yerweise, liier nur wenig iunzuzufÜgen 
übrig bleibt. 

In den Urteilen „A ist notwendig, resp. wirklich, resp. möglicher- 
weise jB** gehören die Adyerbia nicht zum Priidikate; die Urteile prädi- 
ziren nicht über daa grammatische Subjekt des Satzes, sondern lediglich 
Aber den Stand imserer Erkenntniss inbezng auf das Urteil ^ ist B" 
welch letzteres selbst also das logische Subjekt der Anssage vorstellt 

Das problematische Urteil i^n besonderen vemeint nur, dass die 
Verneinung jenes Urteils ^ ist uns als gewiss gelte. Ist aber un- 
gewiss, ob ein Urteil zu verneinen sei, so ist auch ungewiss, ob es 
zn bejahen ist, und umgekehrt. Denn wftre es gewiselich zu bejahen, 
so wäre es (cf. Tb. 31)) sicherlich nidit an Temeinen, etc. Die beidea 
Uiteüe 

,yA ist vielleicht JB" und ist vielleicht nicht 
stehen also nicht im Widerspruch mit einander; vielmehr sofern sie 
singulare sind, bedingen sie sogar einander gegenseitig, sind äquipollent. 
Wogegen andernfalls noch die dritti> Möglichkeit besteht, dass A weder 
B noch ]ueht-.£F, sondern teils B, teils nicht -.ß sein mag. 

Das assertorische und das apodiktische Urteil stellen beide die 
Geltung von A=^B als eine für uns gewisse hin. Im apodiktischen 
Urteil findet noch obendrein eine Berufung auf die „Denknotwendigkeit'', 
ein Hinweis auf das Gefühl der £Tideniz seiner Geltung statt. Das 
asiertoiische Urteil enthalt dagegen einen solchen Hinweis nicht. £8 
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sehpiiit in luaiicheu seiner Formen, wie „A int u irlJicli, ist thatsärhJirh 
W solche Denknotwendigkeit noch zuzulassen, sie wenigstens nicht 
gerade auszuschlieesen ; in anderen Foi-men, wie ^ ist (nur) mfäUig 
^ stellt es diese Denknotwendigkeit ausdrücklich in Abrede and be- 
zeichnet die Verneinung des Urteils als denÄonöglich, wenn andi ab 
nicht der Wirklichkeit euiftprechend. 

Dieser Unto^chied zwischen „apodiktisch'^ und i^aeBeitoriech" in- 
dessen ist, so ge&Bst, überhaupt kein logischer, eondem blos ein 
psychologischer; in logiacher Beziehung erscheint es sabjektiyem Be- 
lieben anheimgegeben, ob man das Urteil B, nachdem dasselbe 
einmal aU gewiss richtig erkannt ist, als assertorieches ffÄ ist £f* oder 
als das apodiktische „Ä mnss B Bein" formnliren will. 

Dies dürfte unbestritten bleiben in Bezug auf anerkannt apodiklische 
Urteile, wie „2 X 2 ist 4" oder ..muss 4 sein". Aber auch wer z, B. nach 
der Uhr sah, mag assertorisch sagen „es ist vier Ubr", ebensogut aber auch 
apodiktisch: „es muss vier Uhr sein;'^ (nämlich uachdttm bekannt ist, dass 
die ühr richtig geht und richtig abgelesen wurde). 

Ohne dass Denknotwendigkeiton mitspielen, mögen diesell)cii 
psychologisch auch nicht immer zum Bewusstsein gelangen, — kann 
überhaupt kein Urteil zustande kommen, auch nicht ein lussert» if isches. 
Immer müssen doch Gründe vorhumlen höim, welche zur Aufstelhmg des 
Urteils „/l ist B' veranlassen imd berechtigen (Kansalitätsgcsetz!); 
andernfalls wäre diese Behauptung eine willkürliche Annahme und 
überhau )>t keiner Uewissheit teilhaftig, also ebensowenig assertorisch, 
wie apodiktisch. 

Selbst bei Urteilen wie „ich will dies", welche den eigenen Empfindung^- 
oder Willenssustand des Urteilenden statuiren, ist eine Berafung auf die 
Denknotwendigkeit möglich, welche von dem Innewerden des eigenen Zu- 
Standes zur Abgabe des Urteils Itthrt: ^ch mnss wollen, ich wiU gewiss" 
staU „ich wiU"l 

Oanzlieh Terfehlt ist es jedeofaUs^ — wie die genannten Philosophen 
ausgefShrt haben, — den apodiktischen Urteilen einen hShem Grad 
▼on Gewissheit zuzusohieib^ als Aea assertorisdien, sofern man glanbt, 
den letzteren fiberhanpt Gewissheit xusohreiben zn dürfen. Im Gegen* 
teil gibt ein als Ergehniss von Schlüssen in apodiktischer Form anf- 
gestellles Urteil f^A. mnss B sein" Zwei&In Baam an der VolkftSndig«- 
keit der Priunissen sowol als an der Bttndi|^eit der Schlusskeite^ die 
anf das Urteil filhrte, nnd pflegt daher weniger Zntranen zu finden 
nnd zü yerdienen, sls das etwa anf Grand nnmittelbarer Wahmehmnng 
assertorisch abgegebene Urteil f^A ist Bf, — wie die Genannten dnrch 
eine Reihe schlagender Beispiele erharten. 
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„Apodiktischer Charakter" kommt jedenfalls allen „apriorischen** 
oder ,,analyti8chen" Wahrheiten (,,Trnismen'*) zu, (wie: ,,schwarze Pferde 
siud schwarz**, „2x2 ist 4"), die wir iii § 20 bereite betrachtet babeu. 
Sie erscheinen iu den einfacheren Fällen als „nichtesagend," „selbst- 
verständlich", „evident^ und sind uns dann unmittelbar mit dem Sinn 
der Wörter und der Herrschaft über die Zeichen gegeben, indem sie 
weiter nichts zum Ausdruck bringen als Gesetze, die den richtigen Ge- 
branch jener bestimmen und regeln. In den verwickeltereu Fällen sind 
sie doch in den vorigen und etwa noch weiterhin aufgestellten Definitionen 
denknotwendig enthalten, mögen die 8chlnssreih»'n, mittel -t welcher 
dies klargestellt wird, auch noch so mühsame und langwierige sein. 

Es gilt nämlich flir apodiktische Urteilo 1* r bezeichneten Art mit 
Denknotwendigkeit der Satz: Jede Konklusion aus lauter ano^i^^-a^ 
dQsHachen Prämissen hat wicdirum apodikUsche Geltung 

Dieser Satz ist dagegen keineswegs mukehrbar, da man auch aus 
problematiscben Prämisaen nach dem Aussagensats: ab ^ n alle einzelnen, 
jederzeit — stillschweigend oder ausdrücklich — zugleich mit voraus- 
gesetzten analyüsdien Thatsacben folgerichtig hetieiien kann. — Nicht 
iininer also xiobtet sich die KookliiBion in ihrer Modalität naxHa. der 
^hwftchsten** Prämisse! 

Zu den apodiktischen Urteilen der hier besprochenen Art gehören 
jedenfrtll'j die „Wahrheiten" der Logik und dpr Tilieser eingeordneten) 
Arithiiu tik, — der beiden einzigen vonhauseaus rein deduktiven f^is/iplinen, — • 
dagegen nicid die „geometrischen Wahrheiten"} mögen aucb deren Axiome 
eine gewisse peyohologische Denknotwendig^t bedtnn aufgrund unserer 
von uns erworbenen Bauu-Anscliaiimig, so ist doch dordi die Nieht-Eukli- 
diache oder Pangeometrie erwiesen, dass diese Axitnne der logiscJten Denk- 
notwendigkeit ermangeln, näniUch ohne Widerspruch anrb anders gedacht 
werden können. Noch weniger gehören dazu „physikalische Wahrheiten", 
die sich auf irgend ein Naturgesetz, z. B. das Gesetz der Schwere, stützen. 

Apodiktischen Charakter pflegt man nun aber gemeinhin auch 
einem Urteil zuzuschreiben in relativem Sinne, mit Bestignahme auf 
ein bestimmtes System von Voraussetzungen, als KonTenlaonen oder 
Festsetzungen, Annahmen, Hypothesen oder Axiomen, denen auch die 
anerkaanfteB Prinzi]nen einer Disaiplio, wie Natarg^setEe, Rechtsnormen, 
11. dergl. zuzuzählen sind. 

Solche VoraussetBQngen sind dann entweder TdUig willkürliche 
Annahmen, ad boe gemacht um zuzusehen, was etwa au.s ihnen folgen 
würde. Oder sie treten auf mit dem Anspruch auf eine gewisse 
Glaubwürdigkeit oder mindestens auf Zulassigkeit^ indem sie sich dabei 
anf schon vorhandene Erkennteisselemente berufen, zu deren Znstande- 
kommen auch Wahmefamung nnd eventoell induktire Schlüsse mii- 
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gewirki lukben müaseii. Denn über andere ErkenntDiBtqnelle&y als 
WalmLehmniig und Folgerung, yerfUgen wir ja flWhanpt nicht. 

Gtowiflsheit kommt aolohen eynthetieehen P)rimiMen keineefidls so, 
mid noch weniger Doiknotwendigkeit; sie sind, wenn nicht wiUkflrIiche 
Annahmen, wenn flberhanpt Urteile, doch immer nur problematieehe, 
mögen sie anch grammatikaliseh noch so entschieden in der asser- 
torischen Form hingestellt sein. Die Eonklnsion kann dann eine 
absolnt-apodiktisehe sein; dann können aber die sjuthetisehen PA* 
missen als liberflfisbig fortgelassen werden; die Konklusion gilt ja dann 
„selbstrers^dlich'', auch ohne sie. Andernfalls wird die Konklnsion 
auch nicht mehr Glaubwttrdigkeit besitsen, als die Primissen, sie wird 
ebenfalls problematischen Chandcter haben. 

Die assertorischen Urteile der traditionellen Logik sind also ihrem 
logischen Wesen nach stets entweder apodiktisch schleehtweg, oder 
aber problematisch; von ihrer Modalitat bleibt bei näherem Znsehen 
nichts übrig, als eine sprachliche Ansdmcksform. Die Logik kennt 
nur SMie absolute Gewissheit, — die 1 der Wahisoheinlidtkeitsrechnung^ — 
an welche zwar wol noch in Terschiedener Weise unendliche An- 
lülhening stattfinden m^, die aber selbst uimiuermehr Terschiedene 
Qrade haben kann. Diese Gewissheit kommt Busschliesslich den ana- 
lytischen Wahrheiten zu, die mit dem Sinne der Wörter und Zeichen 
und mit den Definitionen unserer Bejyriffe denkiiotwendig gegeben sind. 

Im Falle einer probleraatischeu Konklusion erwächst nun die 
hochwichtige Aufgabe, den Grad ihrer Ghiubwiirdigkeit zu beurteilen 
in jedem Falle, wo die Glaub würdigkeitsgrade der I'r iiinsseji m Gestalt 
mathematischer Wahrscheinlichkeiten (bekanntlich alb numerische echte 
Brüche) gegeben sind. Die Lösung dieser Aufgabe fällt der exakten 
(deduktiven") Logik zn^ sofern nur deuknotwendige Öchlussfolgerungen 
in Betracht gezogen werden. 

Die Aufgabe erfahrt jedoch noch eine Erweiterung in der induk- 
tivm Logik, wo auch Schlilsse \on nicht denknotwendigem Charakter, 
„Schlüsse nach der Wahrscheinlichkeit'' gezogen werden. Es iBt dann 
die Frage, welches die Wahrscheinlichkeit irgend enier Aussage sei, 
oder hezw. in dem so häufigen Falle ihrer Unbestimmtheit: zwischen 
welchen Grenzen sie liegen müsse, wenn die Aussage irgendwie von 
andern Aussagen mit gegelmen Wahrscheinliclik fiten abhängig ist, 
ohne aber geradezu als ihre leiritimf* Konklubion auR ihnen hervor- 
zugehen. Auch dieser erweiterten Aulgabe vermag die exakte Logik 
gerecht zu weiden. 
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Es kommt im Entwiddungsgauge der WunenwshAften nicht selten 
▼or^ daie die läetäe der Forediuiig sUSi vendMm. Was saeret ab 
im höchsten Maaaee erstrebenswert ersohienexi; zeigt sich bei weiterem 
Fortschritt derfirkenntniss teils als gltoziieh anmöglich, weder annShemd| 
noch flberhanpt erreichbar, teils als unklar ond nach Elaiatellmig un- 
haltbar, teils sneh als TeKhUtnissmaseig werUos, wogten andre Ideale 
sich in den Yordergrand drimgen, denen immer nüher so kommen als 
eireichbar und Tom höchsten Wert erscheint, wenn aneh ihre Toll- 
stSttdige Verwirklichuig fUr alle Zeiten ntopiseh bleiben mag. 

An die Stelle des Idealesi das durch folgerichtiges Denken £r^ 
sehlossene nach jenen rohen und nicht dmehans haltbaren drei Kate- 
gorko der Hodaliifti zu beorieflen, tritt uns fortan das and^ Ziel: 

Au8 den einzeln irg«idwie gegebenen WahrscheinlichJceUm der 
JVteiSMi» zu deduktiven Schlussfulgeruugen durch ullgeineine Methoden 
iUuHdeiim die WaJirsdieinlichkeit einer jeden Art von Konklusion^ die 
sie ZQ liefern vermögen, — ja sogar einer jeden Aussage, die zu den 
Prämissen nur überhaupt in gegebener Beziehung steht I 

Sofern wir auch die Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln vermöchten 
ftlr empiri.sch oder induktorisch gewonns ue Erkriml riisse, werden wir, 
indem wir diesem Ideal zustreben, nach und nm-h in deu ßesiU iuies 
zuverlässigen Maassstabes ffir den Grad der Glaubwürdigkeit aller 
unserer Überzeugungen und Moiu äugen gelangen. 

Indessen fällt die Inangrifinuluue dieses Problems ausserhallj des 
Raiimens derjenigen Aufgaben, auf die ich in diesem Werke mich zu 
beschränken mir vorgesetzt iiaije. Ich hoffe, dasjenige, was in jener 
Hinsicht bereits geleistet erseheint, samt dem, was mir selbst darin zu 
erreichen möglich, spätestens im dritten Bande meines Lehrbuchs* der 
Arithmetik und Algebra systematisch dar/,ustellen, wofern es mir ver- 
gönnt sein wird, auch dieses von mir begonnene Werk noch seiner 
Vollendung entgegeuzufilhren. 
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MoOoirs AftWMidimg de« AnMagonkalkuli rar BnnUMniig dtr 
Boaiuä Otttnieii mehiflMhw Intograle bei Ablndenuig dm Int»> 

sntioiudb]|pi* 

Di68«r Anhang ist fllr die Mafhomat&er bestunrnt Kgnntnisge Uber 
Bpesielle Bitegrationsmethoden brauchen aUerdingB In demselben niebt 

Toransgesetzt /u worden, wohl aber die Bekanntschaft ndt dem Begriffe 
des n-facben Integrals und mit seiner Darstellbarkeit venmttslst n soeoesslTer 
einfäskchcr Integi-ationen. 

Wir lassen duichweg nur reelle Grenzen und Integrationswege, nur 
ein reelles Integraüonsbereicli in's Auge. Die ttber ein solches in inte- 
grirenden Fnnktionen f(x, p), f(Xf g), etc. kOnnen allemal gans beliebig 
gegeben sein; nur sind sie, telbstrerstJbkdlieb, als innerhalb des Bereidies 
integrabele vorauszusetien. 

Es ist ein fOr die rame wie für die angewandte Mathematik 
wichtige Problem der hr^heren Analysis, mit dem wir uns hier be- 
schäftigen wollen. Die Lösung dieses Problems wird durch die Me- 
thoden der Algebra der Logik ganz wesentlich gefordert, ja für mehr 
ala dreifache, für Integrale von hohem Grad der Vielfachbeit beinahe 
erat ermöglicht. Und so TOidient schon um dieser Förrlerang willen 
Herrn McGolTs Arbeit*) Y<m dam mathematischen Publikum auch in 
Deatrohland beachtet zu werden. Auf der andern Seite bietet sie ein 
ptignantes Beispiel dafSr dar, wie die neueren Forschungsergehnisse 
der rechnenden Logik sieh unmittelbar ala auch fOr andere Dissiplineii 
fruchtbar zu bewähren imstande sind. 

In der Hauptaadie ersdieint Herrn MeCoirs Verfahren ala eine 
Anwendung und Verwertung der Prinsipien und Beeeichnnngsweisen 
des JiiusagenkäUsiUs, wie sie in unirer 15ten, 16ten und 21ten Vor- 
leeung entwickelt worden, IHr solche ausammengesetste Aussagen, 
deren TeUanseagen lauter Zählawerfißekikmgm konataliren» nimüch 
(Oleiehungen oder) Un^^ichungen swischen Zahlen sind — daa 

*) Siehe 1) 8) S) 4) de« LitemtorveneiehniBWB Band 1, Seite 708. 

35* 
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Anhang J, 



Wort „Ungleichung^' hier in dem gewöhnlichen, dem in der Arithmetik 
gebräuchlichen Sinne genommen'*'). Es ist eine Anwendung aber, die 
Herr Peirce mit Recht als „eiceedingly ingenious" bezeichnet. 

Um den Charakter des Problemes hervortreten zu lassen, will ich 
vorweg ein einlaches Beispiel vorfühieij. 

Die Gleichung: 

ta T-f-a a n-fy ia 3a Sa 

Jdxj'dy-f{x, y) - [JdyjiU ■ +ßyß^ • -hßyßx'\a^, y), 



x—a 





Ml 











in welcher a eine positive Zahl Torstellen soll und die Klammer rechter- 
band aufgelöst, nämlich f{x, y) hinter jedes der drei Doppelintegral- 
Zeichen, die sie umschliesst, gesetzt zu denken ist — diese Gleichung 
seigl^ vie &Lr das Doppelint^pral Unkerhaad die Umkehnuig der inte- 
gnMonBfoIge zu leisten ist 

Der Mathematiker, an weleheii solche Aufgabe herantritt^ wird in 
der Regel sich xunächst eine geometiische Anschauung von dem Be- 
reich zu verschaffen suchen, Ober welches das 
gegebne Doppelintegral sich erstreckt, and 
wird liier unschwer finden, dass die in fing- 
liohes Bereich fallenden Wertepaare von x 
und y, als Punkte in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem dargestellt, die Fläche des 
in beistellender Figur 33 schraflfirten Pa- 
rallelogranunes aasfüllen. Er wird sich die 
Gleichungen der Terschiedenen (liier geraden) 
Linien au&tellen, welche dieses Flachen- 
bereich begrenzen helfen, und aus dem An- 
^^i^^ d« Fignr entnehmen, dass die Fläche 
hier zu oerlegen ist in drei Streifsn (in 
der Fignr getrennt durch die wsgreehtcD 
Striche), das Doppelintegnü also in drei Teile zer&llen rnnss. Für 
jeden dieser Teile wird er ans den Gleichungen der begrenzenden Iiinien 
auf die bei der inneren Integration ansnsetsenden (eyentuell variabeln) 



a 



VIv. BS. 



*) la der Theotie des identitchen Xslknls bähen wir uns gestattet, die 
Negation «laor Oleicliiiiig a somit eine Bdiaaptnng von der Pom a 4* sl* 
eine „Ungleichung" zu beieichiien. Von dieser letztem Bedeutung des Wortes iat 
im gegenwärtigen Anhange abzusehen; ihr würde im reellen Zahlengebiete der 

Ansatz a^h entspiet^sm, wfthrend wir Amt schon den bestimmteren Ausats a> ft 

eine üngleichong nennen weiden. 
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Grenzen scfalieasen, so wie sie in der That in obiger Formel rechter- 
hand sich angegeben finden, während fOr die äossere Integration sich die 
(konstanten) Grenzen ans der schon erwähnten Dreiteilung ergaben. — 

Nnn ist die analoge Teranschaulichung des Integrationsbereiclies 
(als eines von verschiedenen Flehen begrenzten Raumes) bei einer 
dreifachen Ausdehnung desselben schon nicht mehr so leicht durch- 
führbar; bei vier- oder mehrfacher Dimension des Bereiches, wie sie 
der firstreckung eines vier- oder mehrfochen Integraies zukommen wird, 
ist sie überhaupt nicht thonlich. 

Unter allen Umstanden aber ist das ganze Teranschaulichungs- 
Terfahren, die Berufung auf die Anschauung, als ein Notbehelf au 
qnalifiziren, welcher nicht der WOrde einer Wissenschaft entspricht^ 
die ein rein analytisches Problem anoh auf rein analytischem Wege — 
somit rechnend oder schliessend — Idsen sollte. Anch kommen Falle 
Tor, wo die auf dem „Schein^ basiiende Anschaunng trClgerisch ist. 

Damm verlohnt es, nach einer Metiiode ausausehauen, gemäss 
welcher die yeischiedenen Teilintegrale, in die ein gegebenes mehr&cheB 
Integral bei Torgeschriebener Abänderung der Integrationsfolge eroitae]! 
zetfallt^ samt ihren Terschiedeoen Grensen, an finden sind in mechanischer 
Bechenaibeit na«db beslammten nnd allgemein gOltigen Schemata. Dies 
aber leistet die HoGoirsche Methode nnd swar — nocA eher on- 
mibrkiffeiiden Beriditigung (siehe nnten sub i^Begel 3^ — in einer, wie 
es scheint^ schon nahesn Tollendeten Weise. 

An dem Beispiel iSsst sich sogleich erkennen, dass die Melhode 
weiter nichts als ein gewisses I^rmufermaH&iuprüUem des Amseagei^' 
kätkuts an lösen hat: Es handelt sich nm geeignete Umformung der 
Aussage: 

„Der Funkt x, y ßXU in das Infegraihiuibereu^ hmemJ* 

Diese Aussage Ä erscheint in dw That bei dem Doppelintegrale 
linkerfaaad sonAohst gegeben in der Qestalt: 

il, — (a < a? < 8o)(» — a < y < « -h a); 

nachdem aber die Unikeliruug der Integrationsordnung geleistet ist, mithin 
bei der Summe dreier Doppelintegrale rechterband, erscheint dieselbe Aus- 
sage in der Form statuirt: 

A,^(0<y< a){a < x < a -\- y) + {a < tf < 2«)(« <x<2a) + 
+ (2(1 < 1/ < 3rt^(y — a < X < 2a); 

nnd nmpekehrt würden wir, sobald einmal die letztere Fomi der Anssapc A 
'^ehxndou wllre, leicht im Stande sein, den gesuchten Ausdruck rechterhand 
liinzubchreihen uud somit bei dem Doppelintegrale links die Umkehning der 
Integratioasfolge zu leisten. 
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Die ganze Aufgabe spitzt sich also dahin zu: aus der ersten, gegebenen 
Form der Aussage Ä die zweite Form derselben abzuleiten, jene Aussage 
in diese zu iransformiren. Und beide Aussagen werden äquiviüenl sein 
müfisen auf Grund nicht nur der Gesetze des Aussagenkalknls, sondezn auch 
der B«geln der Aritliin«tik, welche das SdüieeseB und Deoken mit ÜD' 
gleioiiiuigeii sowie du Beohnen mit Zalüen bdiemclittD. 

Wir begumen dami^ di« elementarem Regeln der Denkoperationea 
mit Ungleieliuiigen in der Zeiehentpraiehe dea Anaaagenkalknb Uber- 
richilich damiBtellen* 

Von den drei Beriehnngaieiehen der Zahlenveigleielinng: 

>, = ,< 

können die beiden iueserea nnr swisohen reellen Zahlen angewendet werden. 
Speaiell hat man: 

(a > b) ^ (a ist reeU)(d ist reeUe Zahl). 

Von Tomherein werden wir uns darum mit nnsem Betraehtnagen auf 
das Gebiet der reellen Zahlen besduriakenj sn diesen gehfirt die (arith- 
metische) Kuli, nicht aber das Symbol co der absoluten Unendlich, indessen 
wohl „unendlich grosse" positive oder negative Zahlen, die wir als 
Int^prationsgrenzpn dun h + co resp. — ot> darstellen. Unter a, 6, c, 
(f , • • • • ' denken wu* uns hinfort stets Zahlen^ welche di^em Gebiet 

angehören. 

Wir haben sodann nmtdhst die als Definition hinsnstelleade Anssagen- 
IqiiiTalena: 

«) (a>d)-(Ka) 

duich welche der üegrifT „kleiner"' auf den als bekannt Torauszusetzenden 
Begriff ,^ößer^* zurückgetuiurt wird. 

Weiter gilt die fundamentale Anssagengleichung: 

ß) i - [ a > fe) + (a =- fc) + (a < ft) 

in welcher, wie hier stet*, f^io Ein? mit dem Tupfen: i nicht die Zahl 1, 
sondern die identische Eins des Aussagenkalkiils vorstellt. Das heisst also: 
Zwischen zwei reellen Zahlen a und b findet immer eine der drei Beziehungen 
leohterhand statt 

Und swar and die drei Oliedflor AnssagenalteniatiTe rechteihaad 
gegraseitig disyKuf^f (f,mntnally exclnsive" oder unvertraglich, inkonsist«nt 
miteinander), die Summe rechts ist eine redoxirte, wie dies die Formeln 

aussprechen: 

y) (a>6)(a-6)-0. (a > *)(a < 6) - 0» (a - 6){a < *) - 0. 

Gleich, grösser and kleiner sein schliesst sieh gegenseitig aas. 

AIb der Satz: „Wenn zwei 2.ih\,-n einer dritten gleich sind, so sind 
sie aneh unter sich gleich**, gilt das Th. 4) des identisehen Kalkols: 

(a^d)(>-c)-€(o = r) 
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bekanntlioli anoh fitar die Zahlengleichheit, ünd dazu traten die folgenden 
Analog» unsrer Theoi*eme 2), 3) und dea Prinnps II: 

6) (a>fc)(6-c)-€(a>c), (a - > c) ^ (a> «) 

Wik denen es geitattet ist, in einer Ungleichung Gleiches dnrcJi Gleiches, 
und den Nnmeroe mi^or durch einen ni%jor deaaelben, den Nnmenis minor 
ebenso durch einen minor des letsteren sn enetun. 
BekaunÜicb ist femer: 

Von diesem Analogon des Th. lo^j ausgehend wollen wir dasselbe zu- 
nSchst erweitem, üm rechnerieob zu zeigen, das« die Sabramtion aneb 
rückwlrte gelton muM, bemerken wir, das« durch BflekwSrldeien der ün- 
glMohnngen naoh «) und Yertauaehung von a mit d auflh entsteht: 

(a<ft)-^(a-f-c<6-j-c) 

und dass bekanntlich zudem: 

(a = 6) =^ (a ^- c — 6 4- c> 

Nach Th. 30^ kSnnen dJeee beiden Subsumtionen aooh ab die 61ei4ihungett 
geschrieben werden: 

(a-ft)-(«-fe)(a+c-.6 + c), (ii<&)^(a<ft)(« + c<5-f-4 

Nun ist (a4-c>6H-c) = (a + c>6 + c)((a>6) + (a-6) + (a<6)} 
nach ß), und miiltiplizirt man ans, indem man ftr die beiden letstsn 

Gliederaussagen ihre vorhergehenden Werte nimmt, 80 erkennt man mit Bfiok- 
sieht auf y), dass die beiden letzten Teilprodukte verschwinden und nur das 
erste stoben bleibt, d. h- dass: (a c > 6 -j- c) ^ (a -j- c > 6 4" (» > *)» 
oder aach Th. 20 J: 

{a + c>b-\-c)^ (« > It). 

Diese Subsumtion sieht sich nun mit der obigen nadi Def (1) susanmien 

zu der Gleichung: . 

0 (« >b) = (a-}-c>b-\-c). 

fim Grunde wurde der Beweis der Umkehrbarkeit jeripr erstem Sub- 
sumtion, wie man sieht, in der bekannten Weise indirekt geleistet, indem 
wir zeigtoQ, dass aus a = b sowie a < & im Widerspruch zu der Annahme 

« + c > 6 -f" <^ folgen würde: a -f- c — ft -|* * '•sp. a -|- ö < 6 -f" ^«s- 
balb denn nur der 1^11 o > & als einsig möglicher ttbrig bleibi Hit Ab- 
sicht haben wir dieses Räsonnement aber in der aussage nreohneriscben 

Fassung gegeben — nicht, weil die letztere anbedingt den Vorzug verdiente, 
sondern damit frsirbtlich wird, wie die verbale Überlegung doch lediglich 
die Gesetze des Äussagenkalkuls zur Eicbtschnur hat] 

Sagt man in {;) a — c für a und b — c für & und liest die Gleichung 
rllckwlrts, so hat man auch: 

(a > 6) = (a - c > 6 - c), 
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d. h. nachdem die Gleichnng ^) für positive c erwiesen ist, so muss sie 
auch ftlr negative, somit überhaupt im reellen Zahlengebiet gelten. 
Insbesondere ergibt sich für c 6 die Regel: 

n) (a > 6) - (a - 6 > 0), 

nach welcher jede Ungleichung auf der einen Seite auf Null gebracht werden 
kann. 

Für c = a -}- 6 hätte sich ergeben: 
^) (a > &) = (- & > - a) - (- a < - 6) 

wonach es gestattet ist, beide Seiten einer Ungleichung mit — 1 zu multi- 
pliziren, wofern man niu* zugleich das Ungleichheitszeichen umkehrt. Ins- 
besondre ist auch: 

(a > 0) = (- a < 0), (a < 0) = (- a > 0). 

Als nahliegende Anwendungen von rj) haben wir überhaupt: 
(a > & -f = (o - 6 > c), (a -f- c > &) = (a > 6 - c) 

woraus man ersieht, dass es bei Ungleichungen geradeso wie bei Zahlen* 
gleichungen gestattet ist, Aggregatglicder (Summanden oder Subtrahenden) 
der einen Seit« mit entgegengesetztem Zeichen auf die andre Seite des 
Vergleichungszeichens zu schaffen, zu „transponiren." 

Formell noch etwas allgemeiner als ^) sind die Sätze: 

*) (a>6)(c=-rf)-€(o + c>6-|-d), {a>h){c = d)'^{a-c>b~ii) 

welche — analog zu den Theoremen 18) des identischen Kalküls — die 
Erlaubniss aussprechen, eine Gleichung mit einer Ungleichung durch Addition 
oder Subtraktion überschiebend zu verknüpfen, wo im letzteren Falle aber 
die Gleichung passives Operationsglied sein muss. Mit Rücksicht auf 

(c = d) = (— c = — rf) und a -\- {— c) = a — c 

geht der zweite Satz i) auch in den ersten über; und dieser wird seiner- 
seits aus f) mit Rücksicht auf (c = d) =» (6 -|- c = 6 rf) gemäss d) leicht 
bewiesen. 

Auf welche Weise die Ungleichung als passives Operationsglied sub- 
traktiv mit der Gleichung zu verknüpfen sei, zeigen die Sätze: 

x) (a = 6)(c>d)-^(a-c<6-d), (a - &)(c<d)=^(a-c>6-d), 

welche mittelst u) auf einander und mittelst 0) auf t) leicht zurück- 
zuführen sind. 

Endlich sind noch bezüglich der Verknüpfung von Ungleichungen 
miteinander durch überschiebendes Addiren oder Subtrahiren die Sätze an- 
zuf^ren: 

A) (a>5)(c>d)-€(a + c>6-f d), (a <6)(c<d) ^ (a + c< 6 + d) , 
ti) (o>6)(c<d)^(«-c>6-d), {a<h){c>d)^{a-c<h-d) 

deren eine (rechtseitige) Hälfte aus der andern hervorgeht, indem man 
durchweg die Ungleichheitszeichen umkehrt, mithin auf sie gemäss a) mittelst 
Buchstaben vertauschung zurückkommt; wogegen die zweite Zeile mittelst 9t) 
auf die erste zurückzuführen ist, sodass nur mehr die erste von diesen vier 

vi 
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Form«lii m beweisen bleibt Ihr fiewds ergibt sieb dvrob zweimalige An- 
Wendung Ton Q vnd Tb. 6^), wonaeb 

(a>6)(c>d)<(«>6)^(a + c>5 + c) 

und folglich nach Def. (3^) und c): 

(a > hXc>d) ^(a-\-c>b + c){b -f. c> 6 4- ti) (a -f- c> 6 + rf) 

sein wird, q. e. d. * * 

„Oleichatiminige" Ungleichungen können hiene43]i unmittelbar sn einer foldMn 
yom selben UngleieUidtsseiflhen durcb ftbersduebendes Addiien yerbunden 

werden. Und v.wel „nngleichftimmige** ünglddiungen liefern durch über- 
schiebendes Subtrahiren ©ine Ungleichung vom UngleicKheitszeichen des 
Minuenden; es ist m. a. W, hiebf^i — «rlpichwir» auch in x) beim (über- 
schiebenden) Subtrahiren einer ünglt- ichuag von einer Oleichung — jeweils 
das ÜDgleichheitszeichen der Subtrahendeu-Ungleichung unuukehren. 

Die Aosdebniiug der auf additive Yerknüpfung bezüglidien Sitie von 
Bweien auf beliebig viele Operatxonsglieder ist nabeliegend. 

Mit vorstehendem aber sind die Schlüsse erledigt, die mit Bemg auf 
die Operationen der beiden ersten Spezies an Ungleiehnagen zu knüpfen sind. 

Die Analogie derselben mit auf SnbsomtioiMin bezüglichen Sätzen 

war im Bisherigen schon nixvarkennbar und wurde aucb gelegentlich 

henrorgehoben. Noch genauer findet das analoge Entsprechen aber 

statt zwischen diesen auf die Ungleichung a < 6 bezüglichen Sätzen, 

mid jenen, welche wir für die Beziehung der eigentlichen Unter- 

Ordnung a CC ^ ui 20 des § 46 Seite 315 f. zusammengestellt haben. 

Während andrerseits die auf Subsumtionen a=^h bezüglichen Sätze ihr 

engstanschliessendes Analogen (dosest analogy) erst finden würden in 

denen, welche die Altemativanssi^e a^h betreffen, die als „a ist 

kleiner oder gleich h" zu lesen ist und in der Zeichensprache des 

Anss^enkalkuls ihre Definition findet durch den Ansatz: 

v) (a^6) — (a<6) + (tf — fc) — (a — 6) + (a<6) — (a^6) 

miMsi dessen man, nadi «t) und Th. 1) Znaata: (a 6) » (6 a\ 
auch leicht ableiten wird: 

(a^6) — (a>h) + (a = 6) = (a — 6) 4- (a > 6) — («5 6) 

nnd 

Zu meiner Oenngthmmg habe ich wahrgenommen, dass die von Hiller 
herausgegebenen If afliematical Quesüons zuweilen schon a ^ b statt der 
uneleganten Schreibung a^h^ oder a^6, druclien, mithin dasselbe Prinsip 
ftir die rationelle Zusammensetzung der Beziehuogszeichen nenr>rdings zu 
ver^virVHcben beginnen, welches ich 1873 beim Subsumtiouszeichen =^ 
angewendet und in § 34 sq. bei allen Umfangsbeziehuogen durchzufuhren 
mich bestrebt habe. 
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Auf Griuid der Definition v) und der schon bekannten Sätze über 
Gleichungen (zwischen Zahlen) halt es nicht schwer, die vorstehend 
und noch weiterhin aufgestellten Sätze tlber Ungleichongen , unter 
Zuzug der Gleichheit als einer in ihre Voraussetzungen au&unehmenden 
Alteruatire, mnzuschreiben in die wahren Analoga der auf die Sub- 
sumtion besfiglichen Sätze. 

Ffir nnsem hier vorliegenden Zweck jedoih können wir diee 
unterlassen anf Grund eines glücklichen Umstandes, welcher Ton Herrn 
McColl, soviel ich zu entdecken Termag^ nicht herrorgehoben wurde, 
nämlich, dass es bei jedem (ein- oder mehrfachen) Integrale bekannt' 
lieh ^eiehgiäag i8% ob man die Grenzen des Hauptiutervalles resp. die 
Umgrenzung des Integrationsbereiches in dieses mit einrecdinet oder 
nicht Mag man s. B. beim einüachen Integrale: 

fmdx 

a 

das IntegrationsinterTall durch den Ansatz: 

a<m<h 
oder mag man es durch den Ansatz 

defiTiiren, so wird der Wert des Integrales immer der näniHche sein 
rm'i'^Ren Die Fortlassung eines unendlich kleiTien Kloraentes f{x)dx 
aus der SiHnmo v^n unpiullin'h vielen unendlich kleinen Gliedern, als 
welche drxs Iiitinj;r;il ilel^!iuntIll■h erklilrt ^vird, ist allemal ohne i^elang, 
ohne KinHiiss auf dei^ (nfiizwert dieser Summe — und gilt dies sogar, 
wenn fix) in einer der Grenzen, z. B. bei h absolut oo sein sollte, 
weil in diesem Falle das Integral, wofern es überhaupt existirt, (kon- 
vergirt, eines Sinnes fähig ist/) bekanntlich nur definirt werden kauu 
als der Grenzwert eines von n bis unendlich nahe an diese Grenze h 
hin und mit Ausschluss derselben genommenen Integrales. 

Sonach dürfen wir — und dies wird sich zur Vereinfachung der 
Betrachtangen empfehlen — die Intefp'cUiomgrmzm immer exdusive 
(als nicht zum Integrationsbereich selbst gehörige) redmm. 

Die Wirkimg dieses Verfahrens ist ganz dieselbe, als ob in der 
fundamentalen Aussagengleichbeit ß) der mittlere Term, die Gleichung 
{a — b) fehlte, jene vielmehr nur so lautete: 

0 i-(a>6) + (a<ft) 

wonach statt drei MogUchkeiten bei jeder Zahlenvergleiehang immer 
nur zweie zu diskntiren sein werden. 
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Würde z. B. das obige Integral fllr «ob vwiBclieD a imd b gelegenes e 
„zerteilt** nach dem bekannten Schema: 

he b 

Jf(x)dx'-j}ix)äx -f- p(x)dx, 

«sc 

so hiittea wir auf Onind der Yoraussetzang a < ß < b die du Integrations- 
bereioh statninnde Aussage ünkerhand: 

(a<x<b)=^ (a<af<c) + (t <j?<ft) 

umgewandelt in die Alternative /.ur Rechten, mit Fug und EccM den Zwischen- 
wert x^c auslassend, wogegen an «eft, d. h. ohne Bttcksicht auf jenen 
Umstand, beim Anaraultipliiuren von 

(rt <x){x <b){ {x < + (a? = <•) + (<• < x) } 

■m obigen beiden sussexsten Tennen noch ein mittlerer Term hinzutreten 
würde. Etc. 

Der AnsfaU der Gleichimg aus ß), oder die Geltung von l) bringt 
ans weiter den Vorteil, dass wir jetzt eine Unp^leichung a < 6 gerade- 
zu als die Negation der andern a > b vom umgekehrten Ungleichheits- 
zeichen hinstellen dürfen, in Formeln, dass nm 

(a>6),-.(a<i), (a<6),-Ca>6) 

sn gelten baben wizd — wie dies kraft Th. 3^ ans |) in Yerbindiiog 
mit der mittlereii iDkonsisteu y) in im Thst folgt — . 

Obwol wir hiefnaeh mit Gldehungen ab aMsagoueehneriselien 
Elementen flberbaupi nicht mehr sn thnn haben werden, sondern immer 
nnr mit üngleiehnngen, so werden wir doch im Texte nnd etwaigen 
Tafeln f&r die £B,tegrationqgreiusen die Angabe dieser Gienaen nach wie 
▼or in GHeidhnngsnform ToUaiehen nnd s. B. wie flblioh sagen, dan die 
Integrationmnable x von x^^a (als nnterer) bis va x^h (als oberer 
Grenze) sn gehen habe. 

Nisch dieser Zwisdhenbemerkong ftluren wir fort^ die Gesetae der Un- 
gleichnng nns in der Zeichensprache des Anssagenkalkals in Erinnerung 
zu bringen, nnnmebr auch die beiden Spesies der xweiten Stnfe be- 
rtteksichtigend. 

Hier ist nur sweierlei ansoAlhien: Erstens, der als bekannt angenommene 
Sats, dasH im Gebiet der positiven Zahlen eine Ungleichung mit einer Zahl 
beiderseits moltiplizirt oder dividirt werden darf. FOr die Multiplikation 
apridit ihn die Formel ans 

e) {a>b> 0){c>0) (ac>be) 

und lllr die Division die Fcnnel 

(«>»>O)(c>O).6 0>^) 
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— die erstere besagend, dass im positiven Zahlengebiete Grösseres mit 
Gleichem multiplizirt Grösseres gibt (mithin auch Kleineres mit Gleichem 
moltiplizirt Kleineres). 

Der analoge Satz für die Division kommt auf den vorigen hinaus, 
wenn man bedenkt, dass Division mit einer Zahl c als Multiplikation 

mit der reciproken Zahl - sich ansehen lässt, indem - = a • ^, und dass: 

c c c 

n) (c>0) = (i>0) 

eine Zahl nämlich mit ihrem umgekehrten Wert immer zugleich positiv 
(oder negativ), kurz, von einerlei Vor/.cichrn ist. 

Man ersieht aus dem V'orst^henden nebenher, dass die identische 
Multiplikation mit spezifzirten Aussagen ganz harmlos neben der arith- 
metischen Multiplikation mit Zahlensymbolen verwendet werden kann 
und sich stets von selbst schon von dieser unterscheidet. Erst wenn 
die Aussagen gleich den Zahlen durch einfache Buchstabenayrabole dar- 
gestellt würden, und man diese von jenen nicht hinlänglich auseinander- 
hielt«, könnten Verwechselungen zu besorgen sein. 

Um fortzufahren, so können, indem man — c für c nimmt, gemäss den 
SUtzen unter 9) dem Satze o) auch noch weitere Korollare angereiht 
werden, wie 

(rt > 6 > 0)(r < 0) =^ {ac < hc) 
Man erweitert den Satz o) femer noch leicht zu: 
o) (o > 6 > 0)(c > d > 0) (ac > hd > 0) 

und zwar mittelst des Zwischenschlusses «c > fcc, 6c > bc/, ergo ac"^ hd — 
wonach denn im positiven Zahlengebiete auch Grösseres mit Grösserem 
multiplizirt Grösseres (Positives) gibt Dies wollen wir als ein nahe- 
liegendes KoroUar zu o) in dieses Theorem selbst noch mit einrechnen. 

Zweitens ist es die „Zeichen regel" der Multiplikation (und der Division), 
die wir noch anzufilhren haben. Dieselbe wird durch die beiden Aussagen- 
äquivalenzen (genauer also, oder vollständig, durch das Produkt derselben) 
dargestellt: 

{ah > 0) = (a > 0)(6 > 0) -f (« < 0)(6 < 0) = > o) 
{ah < 0) = (« > 0)(6 < 0) -f- (o < 0)(6 > O) - < o) 

wo der auf die Division bezügliche (rechtseitige) Satz wiederum aiis dem 
auf die Multiplikation bezüglichen gemäss n) ableitbar ist, indem man 

^ für b in diesem nimmt. 

Nachdem wir uns so weit nur im Rahmen des gewöhnlichen Aus- 
sagenkalknls bewegt haben, liegt es mir nun ob, Herrn McCoH's eigen- 
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tfimliehe Symbolä auseimuiderziiBetzen. Dies ist sehr einfach. Mittehst 
der Erklärungen: 

tf) p(x)^(x>0), p\j:) = {x<0) 

wird zunächst eine, etwas bequemere Schreibweise eingeführt iur Un- 
gleichungen von der rechten Seite 0, die so häufig Torkomnien werden — 
in Anbetracht, dass nach i;) eine jede Ungleichung sich auf der einen 
Seite, z. B. reehterhand, auf 0 bringcoii lasst. Hienach bedeutet uns 
das Anssagensymbol p{x) hinfort genaa dasselbe wie (iie Redensart: 
X ist positiT, und p\x) wird bedeuten: x ist n^ativ (nicht positiT). 
Naeh dem unter gesagten gilt alsdann unbedingt: 

t) J»(«)yW 0, 

und wenigiteiu ftlr die uns TiKnohwebende Untemtchimg aodi 

v) p{x) + pXx) =- 1 

sodass p\x) als Negation von p{r) r.u b67:eiplin»'u ist, hier also der Aocent 
unsem Negatiousslrich vertritt Obwol icli letztem bislang als Sufilxum 
m setseu pflegte, mun ich hier selber dem Gebraudi des Aeoentes den Voi^ 
zug geben, um eben darauf hinzuweisen, dass der Negationsbegriff diesmal 
nicht auf die normale Weise Zlukuide kommt, sondern erst auf Grund des 
TTmstandes zulässig wird, dass man von allen Aussagen absehen darf, welche 
GleicJinngm zwisdien Zahlen statuircn, dass m a W, die unsern Unter- 
suchungen zugrunde liegende Mannigfaltigkeit i von Aussagen mit Ausschluss 
aller Gleichungen sieb auf das GeHet ^ Ungleichungen (zwisidien Zsblen) 
besehriakt Demgemiss wSre dann die Bezeichnung jp,(x) exakter sn resenriren 
für die Beoehnng: 

pXx) - (a: ^ 0) = (x < 0) + (a- ^ ü) ^ pXx) + (x - 0). 

Nach •&) gilt nun also aueh: 

9) P{x) = Pi—^) = P'i^)f 

P) J»(»M-^) - 0 -^p\x)pX-x), Pix) +!»(-«) - 1 ^p\x) +jp'(-») 

nnd swar — dfirfen wir sagen — fOr das ganee Gebiet der reellen Zahlen jp, 
weil die MOgliebkeit « » 0 gar nicht fftr uns in Betracht kommen kann;» 
vielmehr nur immer die beiden Iföglichkeiten « > 0 nnd ;p < 0 su berttek- 
sicbtigen bleiben. 

Die „Zeichenregel** — der Mnltiplikation z. B. — wird in der neuen 
Symbolik lauten: 

^ I vi^n) Ä^)v{y) + i>'W/(y). 

I P^ry) = p^jc)p\y} + y{x)p{}i). 

Nimmt roaii in ibr y » X an, so folgt nach v) and t) nebst Th. 14 

insbesondere: 

») p{x*) =» i, p\x^) = 0, sonach auch J>(— «*) == 0, a*') — 1 

als der bekannte Satz, dass das Quadrat jedor reellen Zahl positiv ist 
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Znr Ühung fordait Hc 0 o 1 1 auf, fttr das fioaUive ZaUaagefaiat dia folgaadaii 
AussaganSquivaleiiMii m beweiaen: 

+ 1^' - «") - P(» - - «). 

Andeutung des Beweises. Entweder ist S > o, d. h. es g^t p(x — a). 
Weil ohnebin a > 0 gedacht wurde, g^t dann nach o) auch xx^ aa odar 
jc* — o* > 0, um so mehr auch x* -f- — a* > 0, d b p(x* + y* — <»*). 

Oder es ist :r < dann gilt p'(x — a) imd kann man zerlegen: 

die dann reelle Wurzel positiv verstanden. Da der erste Faktor rechts von 

selbst positiv, somit p(tf -\- Ya* — x*) — 1 ist, so ist das Positivsein des 
awaiteii Faktors notwendige und binreidnnda Bedingung fttr das dar linken 

Seit«. Etc. 

Soll dagegen ar' -j- y' — < 0 sein, so muss um so mehr auch 
.T* — a* < 0, und wie leicht indirekt zu beweisen, dann jedenfalls auch 
a; — « ■< 0, d. h. p'{x — a) gelten. Ausserdem muss aber nach der obigen 
Zerlegung auch p — Ya^ ~ a:* < 0 sein oder jf/(jy — ]/a- - x^) gelten. Und 
umgekehrt, wenn diese beiden Annahmen zugleich gelten, so gilt auch 

4~ ~ ^^)- I^t^ diesen Andentungon ist der Beweis der beiden 
Sitea leicbt anssagemrechneriseh in aller Fonn — wenn man will, gaas 
pedantisch — durchzuftkren. 

Eine andrp Übungsaufgabe McCoU's: fttr das reelle Zablengebiat die 
Äquivalenz darzuthon 

überlassen wir ganz dem Leser. — 

Besteht für eine Variable x bei gegebenem a die Bediaguug: 

p{x — a), oder also: 

so nennen wir a eine >^Hn<er» Qrenttf* für (oder Ton) x. Besteht dagegen 
eine Bedingung: 

pXa: — b), oder alao: s<h, 

so nennen wir b eine „ahnt. Gtvyae" fiir x. 

Weil x = x — ()j 8ü wird insbesondere, wenn x die Anforderung 
p{x) zu erfüllen hat, die 0 als seine untere, und wenn es die Anioi dening 
p'{x) zu erfüllen hat, die 0 als seine obere Grenze zu bezeichnen sein. 

Ist X IntegrutioMsvariable in einem mehrfachen Integrale, so werden 
für dieselbe zunieist mehrere untere und mehrere obere Grenzen an 
gebbar sein als von x nicht unterschreitbare, resp. nicht zu über- 
schreitende Zahlen; und diese yjcmhirrireridpfi" fh^enzen einer jeden 
•Sorte {die unteren »owoi als die oberen) werden selbst mannigfach 
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vankm, BodMt bald duse htXd jene toh ilm«ii die grSute nep. die 
Ideintto irt unter denen iluer Sorte; dieselben werden sieh nftmlioih als 
gewisse Fonktionen der llbrigen Integiationsrariablen oder einselner ge- 
wisser Ton diesflii daniellen und aieb als von ihnen wicklieh abhan^ 
« 

erwveen« 

Ein letstar TeQ der HcCoirsehen Symbolik becweokt demgemSss 
eine abkfinende ZnsammenfitSBnng der Aussagen, doxeh welche der- 
gLeiehen konlnunrende Grenaen statuirt werden sollen für irgend eine 
Variable. 

Bine soldlie ZTUnnunenbssnng wird in — wie mir sdieint — im- 
IlbertreiFUcher Weise ermSglicht dareh folgende KonTentionen. 

ZahlenansdrQekey die als Grenze fOr eine Variable x anftreten, aoEen 
mit dem Bnchstaben dieser Variabebn selbst beaeichnet und mittelst 
einee unteren Index ^ wie o, i, 4, • • • , von einander nnd Ton dieser 
mitersehieden werden. Und swar sei der Index 0 ausschliesslich fOr 
den Fall icsoivi rt, wo die Zahl 0 selbst als Grenze für x anftritt, so- 
dass ans als Zahl das Symbol x^ stets die 0 bedeutet; desgl. also auch 
das Symbol etc. 

Im fibrigen empfiehlt es sich, ungerade Zahlen 1 3 r, ■ . • zur Darstellung 
▼(m unteren Gteosen, gerade , 4^ ^ ... (ohne die Ö) ' zur Darstellnng von 
oberm Grenien für als Indioes dieses Buchslabeiis voraugsweiae za ver- 
wenden. 

Stellt nnn » irgend einen aus der Ueihe jener Indices vor, und A 
irgend einen andern, etc., so wird nach dem bisherigen das Zeichen 
p{x — x^) ausdrücken, dass die Zahl x^ untere Grense ftir x sein solle, 
nnd ebenso wird das Zeichen p*{x — Xj) besagen, dass Xi obere Grenze. 

Diese Zeichen und die ^rodUkU vm ikret^ßei^en sollen nnn aber Ülr 
die Zwed^e der Aussagenrechnnng noch weiter abgekflrzt werden nach 
den GmndmtBen: 

wo in dem Ausdruck des letzteren linkerhand das identische Produkt 
der unmittelbar vorher definirten Aussagensymbole zu erblicken ist^ 
oder die Aussage, welche eben die simultane Geltung dieser Faktoi^ 
aussagen statuirt. 

Tcb habe mir rpchterhand nur erlaubt, die Punkte, durch welche McColl 

die vorschiedent'Ti Indicps trennt, durch Kommata zu ersetzen. 

Allerdinga wird liierniit für daa Symbol .r^ mit nieht aceentuirteiu 
Suffixum ein gewisser Doppelsinn geschaffen, indem dasselbe als Zahl 
verstanden eine gewisse untere Grenze £uir x vorsteilt^ als Aussa^ ge< 
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dentei jedoeli die Fofdemng re^iiaentiTen wiid, dan ebeiidi«se ZaU 
untere Chreose fttr x sein eoUe. Im weitem Yerlanf imsier Unter' 
gaehnng wird ee ndi jedooh ale kidit lunnMtelki^ anengenradinerieehe 
Opentionfln von den lalileDiedineriaolien immer gebfilmaid anseinaiideiv 
zuhalten. 

Wegen des KonmntatioBBgeMtHe 19,J der AnMagemnnhq^likatum 
steht natflriich die Heihenfolge der Indioes reebts in fi^ gans in nnserm 
Belieben, und dürften wir ebensogat s. B. 4% ^ »», ^ . . . ^ die rechte 
Seite dieser Äquivalenz schreiben. 

Zur EinObnng vorstehender Symbolik sei hier innb ein Schema 

aufgestellt, das bei den Anwendongsaofgaben wiederholt zu Vjarwerten 

sein wird: 

Es bedeute a eine positive Zahl, und werde 

genannt. Alsdann ist ~ naeh der Zeiohenregel x)'. 

(a« < - p (x* - a«) =p {{■X- a) [x -f «) } - 

— p {x — a) p {x -f (i) + p {x — a) p (a- -j- a) — 

— (a < x) { — a < x) 4- (x < a) (a; < — a) =» 
= < ö;) + (a; < — a), 

da sttfolge der Voraussetzung — a < 0 < a der Faktor a < a;) neben 
dem andern (a < r) als dessen Folgern ug nach Th. 20^ absorbixt wird, 
ebenso {x ■< c) neben (x < — a); und ferner: 

(«■ < a*) — !>' (a:* — a*) — p (x — a) p (x -f- a) + p' (a? — a) j) (« -f- a) — 
(a<af< — «) + (— o<»<a)-»(— a<«<ii) 

indem hier der «rate Tervi (o < < ^ a) 0 ist, als den ^nderainn 
« ^ — a involvirend. 

Wir haben denaaeh die Srgebnisse: 

|p(fl»-««)»/(x«-a«)-x,,,, 

welche auch auf einander ^'urückzuftlhren sind durch ^Negiren** unter der 
hier eingeführten Beschränkung |), z. B. 

HcGoIIb Methode bernht nun fpaut auf drei Segdn, toh denen 
die Bweite fibrigens nur für die oberen Grenzen wiederholt, was die 
erste Ar die unteren statuirte. 

Segd 1, Die Aussage , 5^ . . . läsat M Unear wid homogen etU- 
wiMn fiaek dm Aueeage» %y • • • tu der QeakiU: 
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worin ein jeder Eoefifinent a\ t^,tfi, ' * ' die Bedingung darateUt, dass 
die Zahl ac„ nsp. Xf,x^ > • • die jeweilige grossie von den sämUiehen 
unteren Gfrensen fOrxiak, mitibin, snBflilirHeh dargeetellt, bedeuten wird; 

tt^ = p(Ti — x^)p {x, — X5) p(x^—x^)"' 

'1) = J> Ca» — (^i — Xi)pix» — ^7) • • • 

«• — («» — «1)1» («» — «1)1» («»-•%) •• 



Hiesa ist noch auramerkeni daae aamtliehe Koelfizienten «r der Ent- 
wicUnng unter aioh diajnnkt ond, ihre Summe aber gleich der iden- 
iiachen i dee Ausaagenkalkola sein wird, in Zeichen^ dass 

ti) !««* + «' + «* + ••• 

Dies alles ist ganz unmittelbar einleuchtend und ISuft darauf hin- 
aus, dasB in jeder Phase der Änderung der Zahlen ^ ^ • * - doch 
irgend eine derselben die grSsste sein muss, (sintemal die F&Ue des 
62eid^wa^ens — Ton mehreren derselben als grössten &lilen ' — aus- 
sulassen), wobei es dann keine Ton den tlbrigen sein wird und, damit 
X sie alle Qbertreffe, es genfigen wird und aneh erforderlich ist, dass 
es nor diese eben grösste unter ihnen Qbertreffe. 

Ungeachtet dieser Evidenz wollen wir am Schlüsse dieses Anhanges 
(Seite 656 ff.) zeigen, wie der Sats sich auf Qmnd der bisherigen Sfttse 
hewetsm Usst, was Herr Hc Cell unterhMsen. 

Gleichwie Regel 1 sich auf den Fall konkurrirender utUerey Grenzen, 
so bezieht die zweite Kegel sich auf den von konkurrirenden oberm 
Grenzen. 

Begd Dk Aussage x^-^ ^-^ . . . läsd steh Unear und homogen 
enkvidä» noA dm Aussagen x^-, x^', x^', *' i» der OesMi 

worin u gtnd ein Koeffizient u* , a^, • ■ die liedinguiiii ui.^.spricht, 

dass die Zahl x^, bezüglich :r^, • • • die jeweilige klfiaste von diesen 

sämtlichen oberen Grenzen fUr x ist, somit auülUiiriich daigesteilt 
beiieuteu wird: 

«*' — P' 0«?t — «4) 1»' («I — «•) P' («I — a») • • • 

äCHHOuKM, Algelira d«r Logik, t, Q. 34 
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un(? fprner alle diese Aussagen miteinander unyerträglich sein werden, 
die AliernatiTe zwisch«k ihnen aber alle Möglichkeiten nm&nen wird, 
wie es die Fonoeln auasprechen: 

X,) l«=«r+«i* + 

In der That ist nämlich jederaeit irgend einer roxi den Zahlwerten 
^if '^^f' ' kleinste unter ihnen (da die Fälle des Oleichseins 
sweier ausser Betracht bleiben dflrfen), nnd-dann iit es keiner von den 
flbrigeuj damit aber x kleiner sei als sie alle, mnss es nnd bmncht es 
blos den jeweiligen kleinsten derselben so imtertreffen. 

Im übrigen wären^ uni die Sätze wieder rechnerisch zu beweisen, alle 
die Betrachtui igen zu wiedeHioIen, die wir Seite 555 ff. zur Regel 1 geben. 

Die Retjehl l und 2 bleiben natiirlirh auch in Kraft, wenn einer 
der in ilmt ti erwähnten (tren/cn, - etwa der letzten unter iiiueu, der 
Wert 0 /.u komme ji sollte. Man darf ni. a. W. den ungeraden sowol 
als den geraden Indices, weini num will, auch i\> ii Iudex U zui^esplleu, 
denselben im letzteren Falle bei den Auss^eus^mbülen als U' acceu- 
tuirend. 

Die dritte Kegel McColl's bezieht sich auf die Konkurren'/., das 
Zusammentreffen irgejid eijier unteren mit einer oberen (ireuze für x, 
liegä 3. Stets ist: 

A,) a!|;i = a5|;i \P (a^t ~ 

worin uus 2 und 1 irgend zwei Indiees vertreten mögen, 

Betveis, x\- ^ bedeutet: p' (x — p (x — j^,) oder die Aussage, 
dass gleichzeitig x — x^ < 0 und x — a-j > 0 sei. Dann ist aber 
Xi <C. X <. x^ und damit a fortiori o:, < ar, — x^ > 0, d. h. es gilt 
pipCf — ^i). Somit ist gezeigt dass: 

i»t, w sieli naeh Th. 2Ö>c) oben der Kegel 3 gegebene Fassung 

umschreibt, q. e. d. 

Zu deutsch: ist unfpiv und obere Grenze für .r, so muss- natür- 
lich diese grösser sein als jene, soferu es wirklich ein x gibt, welches erster« 
über- und zugleich letztere unterschreitet 5 gibt es aber ein solches x nicht, 
SO haben (iBr jedes x) die beiden Seiten der behaupteten Anssagenlqm- 
Talens den Wert 0 nnd diese besteht gleiehwol sa Becht 

Nach dieser Regel — mögen wir nun sagen — ein 
Symbol von der Form x^'^g jedesmal einen gewissen Faktor: /) (x^ x^^ 
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and Bwar einen solchen, welcher die tiotwendige und hioreicbeude 
Bedingung daflir ausdrückt, dass es überhaupt. ein x gebe, welches die 
Forderung x^'^^ erfüllt, für welches nämlich Xi unten» und zugleich Xj, 
obere Grenze ist Die Ungleichung 

eharakterisirt »ich in der That als (volle) Jiesultante der Elimination 
Ton X aus der Doppelungleichung 

(Xi <x){x< x^) oder (.r^ <X<x^)x 

lind sie könnte auch — in otfeiiburer Analogie mit dein § 21 unserer 
Ihüürie — als die „Valenz-Bedingniijr" für da« dnrch letztert: oin- 
geschräukfce u bezeichnet werden. Indem die ktiujitirte Ungleichung 
P (^x — Unbekannte x gar uiciit euthült, )>ringt sie immer mir 

eine Bedingung zum Ausdruck, welcher die übrigtu liitegratitin^varinbehi 
(ausser x) und eventuell die Parameter de.s Problonin zu unterwerfen 
sind, und i)tlegt sich die Ausaerachthusong dieser Bedingung gewöhn- 
lich schwer zu rächen. — 

Aus in geeigneter Ordnung wiederliolten Anwendungen vorstehender 
drei Regeln wird sich das ganze Verfahren McOoirs zusammensetzen. 
Bevor wir dies darlegen, muss jedoch die oben erwähnte Berichtigung 
angebracht werden. 

Das Verfahren leidet nämlich, so wie Herr McColl es dargestellt, 
an einem prinzipielle Fehler, welcher entspringt aus dem Doppelsinn 
des Wortes „obere resp. untere Grenze", der durch Mc Coli'» Erklärung 
eingeführt worden. Die obere Grenze b und untere a eines Integrals: 




ist nicht immer eine solche in dem Sinne Hc Ooll's, wonAch unbedingt 
(a < x) (x < h) gelten mflsste, sondern ebensogut mag Auch umgekehrt 
(p < x) (x <a) gelten. Im letzteren FaUe, wo 5 < a is^ kann man ja 
bekanntlich durch Vertauschung der beiden Grenzen, was unter Yor^ 
ansetzung eines Minusoeichen^ Zeicheninderung des Integrak, gestattet 
ist, in Gestalt des Ansatzes: 

-Jf{x)dx 

den ersteren FaU herstellen, ifnä kommt das betreffende Integral der- 
gestalt angesetzt mit Grenzen im MeColl'schen Sinne, von welchen 
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lUe untere wirklich algebraisch kleiner irt als die oberoy dann em&ch 
negativ in Beebniing. Bei konsequenter Anwendung Ton McCoirs 
Yerfohren mllsste es aber (mfaStm, wOrde es tUDberttcksiehtigt bleiben! 

Am einfachsten geht dies ans Regel 3 herror, bei deren B^rfindnng 
der Umstand vieOeieht schon manchem Leser an^elaUen ist 

Betaraofaten wir s. B. das Integral: ^^^^ ^ wl», wenn 6 » s^ 

und — 3 «= ir, genannt wird: i = (5 < a; < — 3)|? (— 3 — T)) die zu- 
gehörige Integralaussage, und da sc^ou der Faktor }> ( — 8), «= ( — H > 0 ) = 0 
absurd ist und die Regel 3 iiameutlich auch vorwendtjt wird, um Tenne 
mit widerspruchsvollen (irenzeubeätimmungeu ausfindig zu machen und aus* 
(to ,^ject*'), so mtlsate ein auf yorliegendes hinanalanfendes Teil- 
integral nun „verworfen** werdenl Bichtig sa werk» gehead aber mlissten 

6 

wir es dodi als: —//*(«) in Bedunmg riehen. 

DemgemSss lässt sich unmodifizirt die Methode Mc Coirs nur an- 
wenden auf solche mehrfache Integrale, in denen bei jeder einzelnen 
Ton den vorgeschriebenen snoeessiTen einüschen Integrationen die untere 
Grenze kleiner l)leibt (genauer gesagt: nie grOsser wird) als die obere. 

Anf andere Integrale ohne weiteres angewendet wird sie ialsche 
und zwar im allgemeinen zu grosse Werte liefern, w<m1 negativ (resp. 
entgegengesetzt) in Rechnung fallende Teilintegralo oder Integralteile 
TOn ihr nnborficksiGhtigt gelassen werden. 

Indessen kann man jedem gegebnen mehrfachen Integrale eine solche 
Vorbereitung geben, man kann es nötigenfalls durch Zerlegung der 
▼erMhiedenen Intervalle und Vertanschung der beiden Grenzen in dem 
einen oder andern der damit sich ergebenden Teilintegrale (unter Um- 
kehrung seines Vorzeichens) in lauter solche Integrale zerspalten^ dass 
auf deren jedes die Methode sofort anwendbar sein wird. 

Nicht auf^ngig ersebeint es, etwa die Symbole i Uc Coli 's blos 
durohweg zu ersetzen durch x^'^i •¥ weil dabei nicht zum Ausdrudc kirne, 

dass die J « iliiitt grale, welche den vom zwelteu Tenn herrührenden Aussagen 
im Eudcrgehniss eiilsprt clifn weiden, entgegengesetzt in diu Summe einzutreten 
haben. Ob es vorteilhaft sein könnte, als zugehiirigo Aiissa<.'ensj<m»/r ^.tatt 
dessen etwa jc^^^ — x^. ^ zu schreiben, auf diese Weise beim zweiten Terme 
jenen Umstand markäwid — wo die Minusseifdien swar als Zeichen iden- 
tischer Addition su deuten und lu bdiandeln wBieii, die ausserdon nur der 

Zeiohenregel: 1- " + — « — und = + unterworfen sind — wollen 

wir dahingestellt sein lassen. Immer hat man doch die Mc CoH'scheD 
Opwationen au jedem Terme einzeln durchzuführen. 

Die femereu Betrachtungen mögen an das allgemeine vierfache 
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Integral mit variabelen Grenzen geknüpft werden, (da von ihnen die 
an das »-fache anzuknilpfenden sich nnr quantitativ unterscheiden): 



wobei Ton TonihereiB a<6 gedacht werde.*) 

Die oft gar nicht onbefcriditliche Yonurbeity deren fiiforderlich- 
keit McCoIl übeieehen, besteht darin, sonichBt die Unf^eichung 
9 (^) ^ ^ (^) innerhalb des Inteiralles w^a bis ir *— & anfsnldsen, 
d. h. diqenigen Teile gedachten InterraiUeB ausfindig za machen, l&r 
welche die Voranuetsmig 9 (uf) < if (uf) nicht erfüllt iet^ nnd darnach 
das gegebene Integral nach dw za zerlegen, die den gesuchten Inter* 
▼allteilen entsprechenden Teilintegiale, unter Yertanschung der untern 
mit der oberen Greuse von x, negativ aasetsend. Gibt es solche niohi^ 
so ist innerhalb des as-Interrslles <p (w) bis if {w) von 3 
w^hst, gab es solche aber, so ist innerhalb des x-Interrattes bei jedem 
der Teilintegrale die Ungleichung qp {u\ x)> if (ic, x) ebenso nach x 
aufsulösen und entsprechend an zerlegen , zuletat die Ungleichung 
(p x,y)>4f {iVf X, y) nach y bei jedem der neuen Teüintegrale inner- 
halb des zngehSrigen y^Intermalles aufiralösen, etc. 

Das hiebei zu beobachtende Ver&hren wttrde eine eingehendere 
Theorie wol yerdienen, auf welche wir jedoch an dieser Stelle nicht 
eintreten wollen. 

Das gegebene Integral $ zerfilllt hierdurch in ein A^^regat von 
lauter ^nsovidfachen (,,Teil''-)Integralen je mit derselben Reihenfolge 
dar LitegrationBTariftbdn und genommen von der nSmlichen Funktion f, 
m derm jedem äbesr die mkrm Chrenßm dimkweg Id&ner (nie grösser) 
Mnd als die mUspredmden oberm^ und jedes dieser Teilintegralc geht in 
das Arr^i i gat mit ganz bestimmtem Vorzeichen ein. Das Aggregat ist 
eingliedrig, fallt mit ^ selbst zusauunen, wenn die herforgehobene 
Voraussetzung sich als von vornherein schon bei 3 erfüllt erweist. 

Auf jedes der Teilintegrale ist alsdann die Methode anzuwenden, 
die wir nunnielir in Bezug auf 3 selbst auseinandersetzen wollen, in- 
dem wir bei diesem Inte^'rale jetzt die gedachte Voraussetzung eintreten 
lahsen, tlass die uberu Grenzen durchweg die imteni übertreffen. 

*) Dan die Bedeatong eines und desseibea Fonktionebuchstabeng, wenn fOr 

ein, zwei, ilrei, . AriTtiTncnto in Ant^prufh ^Pnonniicn, jcdeHmal eine vollkouimpn 
nnabhSnpnp** ist, eine für (ir\ ^'e^'ebene Erkitinirif; 7. B. in keiner Weise (i(>r 
DeünitioD von 9 («0, x) pri^adisirt , bedarf für den Mathematiker kaam der 
Eriimenuig. 




f(w) 9(101«»») 
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Wenn man will, kdnneo auch alle jono Teilintegral«, die mit demselben 
Vor/eichoM in da.s Aggregat fingflion, gemeinsam — mitliin in zwei 
Gnippen gesondert — behandr!) werden, und liefern dann eine Alternaüv- 
Aussagc oder Aussagensuiume , deren Glieder von der Art sind der jetzt 
itlr 3 in's Auge zu fassenden Aussage. 

Man stelle nunmehr die „Integrcdaussagff* auf, welche den Inte- 

gratioDsbereich bestinjmt, und für unser 3 lautet: 

X, 9)<g<if(w, X, ff)]. 

Btiiii ?ffa<lieu Integrale wird dieselbe ein Produkt von ;/ Doppel- 
ung;leichnn^en, oder, wa« dasselbe sagt, von 2n ün^leiphuiigeii sein, — 
im aUgemeinsien Falle cht A<fftrefj<ft von derrfleichni Pn>(lul:fen. 

Es könnte nämlich auch irgend welche von den successiven Inte- 
grationen sich über getrennte (oder „diskrete") Intervalle von stetiger 

'/•(«•) 

SifttUnng m «ntncken Iiabai, a. B. ' vertreten van darcb 

läx "\~ j dx- • "^wo dann der xweite Faktor von A durch die Summe 

{ Vi (**') < < tf/j (w) j + ( g?j ( ir) < <" tj;, (fr) j + • • zu ersetzen wäre, 
und mit den andern ausmultipli/.irt ein Polynom von Aussagen als „Inte- 
gralaussage" liefern würde. Was weiter von A gesagt wird, i^t auf jedes 
Glied eoläiea Polynoms dann ansuwenden. 

Wie fiblieh sollen beim mehrfachen Integrale die saccessiTen Inie- 
grationen und ihre Tariabehi in der Riehtang (tou Unln nadi leehts) 
gezählt werden, in welcher sie geschrieben nnd gelesen werden. Die 
Reihenfolge, in weleher die Integrationen ausgefOhit werden müssen 
und in welcher sie fiberhanpt stets ausgeführt im denken sind, ist aber 
die umgekehrte, sodass die „Ict^t^ oder innerste Integration allemal 
die zuerst anszafQhrende ist, die Integration nach der ersten Yariabeln 
auch die zuletzt ausznf&hrende. 

Unsere Aufgabe ist gelöst, wenn wir zeigen, wie man die liüe- 
ijmtiiiH nach irgend einer vorgef/ehenen von den Inteffrationsvariabcln zur 
ivversten oder Utztm madien kann — z. B. die uaoli r. 

Üm die Integrationsordnung umzukelireu, bruueht man nämlich blos 
die Integration nach ff zur letzten zu machen, von den hernach dieser 
vorausgeb enden Integrationen hierauf die naeli r und von den diesen 
beiden vorausgehenden Integrationen endlich die nach y, so wird die Inte- 
gration nach e von selbst auch zur ersten oder äusserten geworden sein. 

Diu Lösung der hiermit gekennzeichneten Aufgabe: die Aussige A 
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SO zu innsfoimireii, dass sie lanmittelbar die GreiiBeii fllr eine be- 
stimmte IntegraÜouBTBriable x zn erkennen gibt, wenn nadi dieser 
saerst integrirt, die Litegraiion nach ibr zur innersten oder fetzten" 
gemacht werden soU, lüast sich nnn ganz nnabhingig geben von der 
Yoraassetzang der speziellen Form onsres oben angegebenen — 
welches uns in der That bei den nachfolgenden Betrachtungen nur als 
ein Paradignn Torsdbweben mag. 

MeCoirs Methode ist ebensogut anwendbar, um die Grenzen Dir 
die sucoessiTen Einzelintegraiionen auch erstmalig zu ermitteln, wenn 
z. B. das Int^rationsbereich gegeben sdn sollte dnreh eine einzige ün> 

gI«d.»Bg g^^^ ^^^^^^ 

für sämtliche Integrationsyariable. Wir wollen Ton Tomherein den 
denkbar aUgemetnstcn Fall unsem Betrachtungen zugrunde legen, wo 
das Integrationsbereich gegeben (oder wenigstens eingeschriinlct) ist 
durch irgend eine a»s UmjUidkmvgen aufgebaute Aussage. 

Die Aussage A wird dann eine Funktion des identischen Kalküls 
sein von lauter gegebenen Aussagen, und denken wir uns diese Funktion 
in der obigen Form S <^ ^ mittelst der Zeichensprache des Aussagen^ 
kalkuls hingeschrieben. 

Zu erinnern ist hiebei, dass simultane Bedingungen sich als Produkt 
von diesen, alternativ geltende als SiimTne derselben prftsentiren. Auch 
„disjunktive" Urteile wäreu leicht nach bekanntem Sclienin zu formuliren. 
Die Negation aber lässt sich bei jedor Ungleichung luimer sofort „aus- 
fthren**, indem als Y<midnung von 9 < jeweils 1^ < 9, und tod 3 < 0 
etwa: --9<0 zu gelten hat Koaditionale oder „hypothetisehe** Ungleiehnngen 
sind in kategorische Auslagen umzusdirsiben nadi dem Schöna des § 82, 

wonach die Subsumtion: ^ ^ . ^ ^\ 

(<P < 0) ^ (TP < 0) 

iquivalent ist der Alternative: 

(— (p < 0 ) + (ti> < 0) 

— mit Rücksicht auf das soeben Gasagte, sodass also Subsumtiuns- (^sowol 
als (lieicbbeitt^-jzeichen in unsrer Aussageut'uuktion nicht vorkommen werden, 
so wenifir, wie Negationsstriche. Überhaupt: 

Unsere Aussagenfunktion A wird, als eine lediglich durch die 

Operationen tler Addition und Multiplikation aufgebaute, nach den Er- 
gebnissen imsrer Untersuchungen in Bd. I, § l'd, S. 312, sich immer 
darstellen lassen als ein Aggregat ( PoljTiom ) von (mononiischen j 
Produkten aus (unbedingten, oder: kategorisch zu erfüllenden) Un- 
gleichungen — und in dieser Form mögen wir sie als gegeben vorau.s- 
setzen. Sie wird ni. a. W. die Alternative st«dlen zwischen verschiedenen 
Sj'stemen von simultHu geforderten Ungleiciiuugeu. 
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(im nun die Integration nach einer vorgeschriebenen Variabehi x 
ziir innersten zu machen, breche man sämtliche ühglejdutngmf in 
ivekhm x mrlommtf nach dieser VariaMn als einer Unbekmiteii amf 
(und behalte die übrigen Ungleichungen unverändert bei). 

Unter dem ,fAvfbrecken" (oder y^Auf lösen**) einer Ungleichung nach 
einer Unbekannten verstehen wir die Ableitung von lauter solchen Un- 
gleichungen aus jener, welche als Major oder Minor die gedachte Un- 
bekannte höchstens (d. h. wenn überhaupt, so jedenfalls) isoliri enthalten 
(sodass dieselbe auf ihrer andern Seite dann auch nicht vorkommt), 
eventuell mit Angabe der jeweils füir ihre Geltung sich ergebenden 
Bedingungen, und so, dass ans ihrer Gesamtheit (oder vereinigten 
Anssage) ein Rückschluss auf die gegebene Ungleichoi^ EolasBig ist, 
mithin znaammen sie dieser äquivalent sein werden. 

Diesen Prozess, der^ wie schon (S.633) angedeutet, eine eingehendere 
Theorie Teidientc^ wollen wir hier ohne weiteres als allgemein ausfahrbar 
▼oraussetaen. 

Ans einer gegebenen üngleichttiig %{s)<.0 mOgen in dieser Weise 
folgen: 

erstens Ungleichungen, die x gar nicht enthalten j — z. Ii. sollte (;(ar' -f-y*) 
sein, so müsste c < 0 sein — 

gw^ens Ungleichungen, die o; — indessen blos als Major oder aber Minor — 
enthaltoi. 

Von beiderlei Sorten von Ungleichungen kann wieder erforderlich seio« 
dass sie simultan, oder dass sie alternativ gelten; auch kann die Geltung 
der einen an diejpnigo von andern als an eine Bedingung geknüpft sein — 
in welch' let/tornm Falle wir die konditionale Forderung, wie im vorigen 
Kontext geschildert, in eine Alternative werden umzuwaDdeln haben. 
Kunom es mag sktb als die der Ungleichung {]r(^) < 0 äquivalente ^Auf- 
lösung^ derselben nach der ITnbdrannten x eine Aussage ergeben Ton be> 
liebiger Komplikation, aber tthnlic-her Natur wie die schon geschilderte A 
selbst — nur dass sie eben bei den in sif^ eingehenden Ungleichungen 
das X jetzt nicht mehr anders, denn isolirt, enthält. Von dieser wird 
demnach ebenfalls gelten, dass sie als eine Summe von lauter Produkten 
aus Un^eichungen selbst dsrsfcellbar isi 

Die so gewonnene Auflösung nuek x einer jeden Ungleichung 
in Äj die 2; enthielt, ist aussagenreehneriseh dargestellt nun in den 
Ansdmck von A zu substituiren und sind wenigstens diejenigen Terme, 
in denen x vorkommt, auszumultipliziren. Somit erhalten wir A nun 
dargestellt als ein Aggregat von Gliedern, in deren Faktor-uu- 
glcichuugeu x nie anders als wie als Major oder Minor auftritt. 

Die hinsichtlich jc konstante audre Seite einer jeden solchen Un- 
gleichung, der Minor resp. Major derselben, ist eine der gesuchten 
„unteren" resp. „oberen" Gmizen für die Integrationsvariable jü. Auf 
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dieie (hmtai ist HcCoU's unter aj, ß^) bdsehriebene Symbolik an- 
SU wenden; lie nnd, mit x^, • • • x^^ • • • beaeicbaet, in eine pOrmiMenr 
icMl^ einztiingeii, und unter Berognahme auf diese Tabelle wird ein 
jedes OUed TOn A neb in der Form prSaentiren: 

worin o eine irgendwie aus Ungleichungen zusammengesetzte Aussage 
Torsiellt (eventuell die i), in welcher die Variable x nicht mebr Tor- 
kommt. 

Nach Regel 1 und 2 mögen wir aber biefür acbreiben: 
«(«^«^ + O^'Xf, + f^'x^. + • ' ')(<ifix^ + 1i^X„ + • • •) 

und duieh Aunnultiplisiren diee w«ter Terwandeln in ein Aggregat Yon 
Gliedern der Form 

was nach Kegel 3 äquivalent ist: 

ia(^uapix, — x^)x^^ 

indem der zugezogene Faktor — x^ die notwendige und binreicbende 
Bedingung aaadrflckl> welohe den Übrigen Yariabeln (und ct. Panunetem) 
auferlegt wird dnreb die Forderung, dasa es ein « gebe, welches x^ 
Über- und su^eieh x, untertiiffk 

Nunmehr ist, wie wir sagen wollen, A t^enihßidtdlf* nach der 
Integrationsvariabdn ds; es besteht aus lauter — in McGoirs Ausdrucks- 
weise — (nach xj „elementaren" Tennen, nämlich Gliedern Ton der 
Form: 

««««.^ 

worin % eine bSchstens die Übrigen Integrationswiabeln betreffende 
Forderung ausspricht, deren ErfÜUtsein aber kraft des einverleibten 
Faktors p{x^ — x^) zugleich die Existenz eines die andre Forderung: 

x^^^ oder: jc^<x<x^ 

erfüllenden x verbürgt. 

Niaiiiiikr hraucht mau, ura etwa die Integration nach einer zweitf^u 
Variabein if zur vorletzten zu machen, blos jeden Koeffizienten hin- 
sichtlich des V ebenso zu bt liandeln, wie zuvor das allgemeine Glied 
von A bezüglich des x; man braucht nur mehr diese Koeffizienten 
noch nach // zu „entwickeln". Und so weiter. 

Zum Hei'spiel für unser vierfaches Integral 5 wird nach so voll- 
zogener Umkehrung der Integrationsfolge die Integralau^äage A sich 
schliesslich darstellen als eine Summe von lauter Gliedern der Form: 
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worin die durch die Suffixe angezeigten Grenzen einer jeden Variabeln 
nur Funktionen der dem sngelidrigen AiUHMgeniaktor Tonmgehenden 
Variabein sein können, die von » also konstant sein mfiaeen, und die 
Bedingung ^ nur aus Ungleichungen bestehen kann, in welche die 
Parameter der unprün^eh sn Orensen geeetsten Funktionen eingehen. 

Hiexu ist noch am bemerken: Ergeben ftr eine Variable sieb nidit 
tw^ einscUiessende Grenz« son lt>ni z. B. gar keine oder nur cinp als 
untere r<>sp. obere, so ist für dir tVhleiiilc untere Grenze: — (X>, für <lie 
fehlende obere: + oo anzusetzen; die betieftende Variable ist tii'iTi völUff 
oder nach einer Seite unbegrenzt variabel — Notabene: soferae luan korrekt 
zuwerke gegangen ist, und nicht etwa eine der nach Regel 3 zu kooptirendra 
FaktCHWissagen ansumerken vergessen hatt 

Hienacb ist auch klar, was es zu bedeuten hat, wenn etwa in der 
Aussage A ein „Absolutglied'^ tp auftreten sollte, welches in gar kein 
Symbol der Form \\. s. w. multiplizirt erscheint, wenn also dip vollends 
,,entwickelte" Aussa;;e ^4 mit dem Oliede (p -\- ■ • ■ schlechtweg begänne. 
Dies wüidti bedeuten, dass unter der Bedingung (p uuch sämtlichen Variabeln 
von ^ oo SU + CO SU integriren ist 

Hit Bezugnahme auf die durch allmfili|[en Zuzug der Greneen 
^it " -^ftf " y^t Vat ^tf "' angewachsene und voUendete 
Grenzentefel ist es nun leicht, jeweils das vieifiKihe Integral hin- 
zuschreiben, welches der hinter dem „Koeffizienten^ stehenden „Kon- 
stitaenten''- Aussage entspricht Ffir das vodiegende Schema lautet 
dasselbe nämlich: 

't 9(f *f, 

J* ie I dy j (U J*dw • /'. 

'u 'Jn 'r «"i 

Und es trägt sich nur noch, was es mit jenen Koeffizienten ^ fiir 
eine Bewandtniss hat, wie dieselben für das Endresultat zu Terwerteu 
sind? 

Die Koeffizienten stellen, wie erwähnt, Forderunireu vor, die an 
die Parameter der ursprünglichen GrenzeniuiiktiomMi zu stellen siiul. 

Ist eine solche Forderung oder Bedingung von den Parametern 
erßlU, so ist ^ = i zu setzen, der Koeffizient einfach zu unterdriicken, 
und das zugehörige Integral geht dann sicher als Glied ein in die 
Summe von Integralen, in welche 3 überhaupt (im Allgemeiueu) zerfällt. 

Ist sie nicht erfüllt, so ist i' = 0, und das fredachte Glied schon 
in der Inteo;ralaussatre fortzulassen. Das Endergebniss, die Darstellung 
von ^ vereinfacht sich alsdann durch den Weglall des vorstehend an- 
geführten zugehörigen Teilint^^j^rales- 

Sind aber die Paiameter allgemeine oder zum Teil vdi aussetÄungs- 
luse ßuchstabenzahlen wie 2>, c,---, sodass die Bedingung i(f bald 
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erfüllt, bald auch nicht etftÜlt sein kann, so nötigt das Auftreten des 
Koeffizienten ^ zur Unterscheidung von zweierlei Fällen: dem einen 
Falle ^0 = i , in welchem jenes Teilintegral in der — 3 zu setzenden 
Sumnie anzusetzen, und dem underu ^ ^ 0, in welchem es fortzu- 
lassen ist. 

Für jeden Fall wird hienach das Kudergehiiiss leicht und zweifels- 
ohne hinzuschrcihon soiii, sobald nur die Bedingungi'u f rinamkr (jeym- 
seitig aa^nddicsseu. Dies thun sie aber sicher bei all' den Gliedern, 
die von der ,,Eniwickehmp*' eines einzigen Terms o);/^ ■ ■ ■ ■ 
herrühren. Denn da die Summen a'^ + a^' ■¥ •" i)ud €fi ■\- -\- • • ' 
.^reduzirte" sind, nämlich aus „disjonkten" oder miteinander .jiiikonsistenten" 
Ciliederau^sagen nach £j) und ij) sich zusammensetzen, so nuiss nach 
einem IlülfssatzeMcCoH's (Znsatz ?>, H<1 1,S.295) auch deren oxpandirtes 
Produkt eine reduzirte Summe sein, es müssen auch die Produkte et*''«" 
und damit die Koeffizienten y dp?? „nach x entwickelten*' Terms von A 
durchweg unter sich inkunsisteiit »ein, und dasselbe cfilt dann ebenso weiter 
von den Koeffizienten der Entwickeliing cbendieses % nach y. und so 
fort bis herab zu den Koeffizienten ^i' auch der letzten Entwickelung 
nach der zur ensten gemachten Integrationsvariablen. 

T)e^4f^b'i(hen muss gegenseitiges Aussfdiliesscn zwiHnlicu den Koeffi- 
zienten der Endanssage A vorliegen h. i dem uns hier lie^chäftigenden 
Problem der Integrationsfolge- Umkehrun^r^ wofern man nur bei dem 
Aufbrechen drr vorkommenden Ungleichungen richtig dichotomisch 
zuwerki' gegangen, nämlich Sorge getragen, schon hier stets mit ein- 
ander ausschliessenden Bedingungen zu operireu — solche nötigenfalls 
nach Tli. i Zusatz oder den Methoden des 11) „entwickelnd". Ob- 
zvvar nämlich mehrere Tenne von der vorhin betrachteten Form in A 
dann vorhanden sein mögen, so werden diese doch in ihren Koeffizienten, 
je zu zweien verglichen, durch solche Faktoren sich unterscheiden, die 
als Negationen von einander zum Produkte 0 geben, und diese werden 
sich auf alle Untertenue mit fibertragen, in welche man sie noch weiter- 
hin zerlegen mag — iodus swei Unterterme disjnnkte Koeffizienten 
haben, auch wenn sie aus verschiedenen Termen des A herrühren. 
Mithin bleiben alle Koeffizienten dann stetsfort disjonkt. 

Hiermit dürfte das praktisch Wichtige erledigt sein. 

Theoretisch könnte frciliib amh ein Fall vorlic-^en, wo die da.s 
Integrationsbereich bestimmende Fr-Aussage ganz ad libitum gegeben ist, 
und wo die Endkoeffizienten ^\) nicht mehr disjunkt ausl'aUen. Man 
f^twickele** sie dann nach den vorkommenden Parameterangleichiingen 
UD disjunkte Glieder und ziehe die gleidmamigen uitor diesen aus der ganzm 
Aussage Ä zusammen, die als Kofaktor auftretende Konstituentensumme 
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jeweils nach den Tautologie- und Absorptionsgesetsea etc. auf ihren ein' 
fachsien Ausdruck reduzirend. 

Natürlich vveao unter der Bedingung eines und desselben KoefBzientengliedes 
zweimal gefordert würde, (dieselbe Funktion) nach x von a bis & zu integriren, 

00 ditrfte iB der Sanmie vm TeUintegialeii ÜM^dx • eto. dodi nur Munal angeseilt 

u 

weiden. Und wenn etwa (für i;> 0, (2> 0) unter der nftmlidien fiedingong der 



Ansatz von j dx • alternativ mit dem Aneatse^ dx • zusammenträte, so wäre 

der erstere sa verwerfen, der letztere allein beizubehalten; es wäre in solch' 
Mheinbuem KonlliktBfiüle su integriren immer »wischen den we^^esten oder 
entferntesten der angegebenen oder ragelassenen Chmuen. In d«r That 
beweist man sich leicht, dass (nnter guiaimter Vorausselsiing): 

(a < jt) -H (a -h c < a:) = (a < x) , (a? <&) + («< 6 + d) - (a; OH- <l), 

(a <»<*) + (a - 0<«<d4- d) — (a-c<«<6-|-<0i 
(a-c<«<d) + (a<«<*-f = (a — c<ap<*-f- d), etc. 

Zwet'kfi Mitteilung, Drucklegung eines nach McCoÜ's Methode 
gelösten Problemes thnt man gut, die „Grenzentabeli*'" sogleich znm 
voraus fertig anzugeben, obwol diesdhe sieh erst h uml wnrh t>r- 
gibt und anwächst nach Maassgabe \vu^ liie OperatHiiieii lortschreiten. 

McColl ma«»ht noch darauf anfinerksaiii, dass wenn etwa aus Unacht- 
samkeit diti uäiuiichb Zaiii zweimal uuter verschiedenen Namen — sagen 
wir x^ nnd r^— als Grenze für dieeelbe Variable x in die Taftl eingetragen 
sein sollte, dieses sich zumeist dadurch kondgeben wftrde, dass nach B^gel 
3 ein Faktor p(x^ -^Xj)^ p{0) » (0 < 0} 0 bei Gliedern der Aassage 
A aufträte. 

In die Tabelle brauchen die in der ursprQnf^ichen Integralaassage 
iinni ittelbar gegeboiien Grenzen nicht eingetragen zu werden, sondem erst 
die beim Aufbrechen ihrer Ungleirhimgen nach der zur innersten, zweit- 
innersten etc. dosignirtcn Integrationsvariablen sich als Grenzen ergebenden 
Werte. Das erste mal wollen wir indess bei einem Beispiele aacli jene 
noch in die Tafel aufnehmen. 

Zur Erlnutrruvfj des Verfahrens wollen wir nämlich jetzt als ein erstes 
einfachstes Beispiel das eingangs angeftihrte Doppelintegral behandeln. 

Dasselbe vrird das erste nach McColTs Methode behandelte Doppd" 
inffgral sein, indem der Entdecker dieser Mfthodc und seine bisherigen 
Na< lifolger dieselbe immpr nur anf drei- und vierfache Integrale angewendet 
haben. — Hier sind die oberen Grenzen ohnebin stets grösser als die untern, 
sodass die Vorbereitangsarbeit wegfUlt 

Die unmittelbar gegebene Ausnge war 

^ {a<ix < 2a){x — a < y < x -|- aj, 
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und indem wir mit die folgende ^GrmMmMeütf^ anlegen: 



«1 •=» a 



*4— f + « 



deren erste beiden Zeilen durch vorstehende Data direkt nahegelegt erscheinen, 
wogegen lieh die ForfaMteang mit der dritten nnd lierten ZeQe «nt (gltich 
nadiher) ergeben wird, bo baben wir in der eingefBhrtan Symbolik: 

^ ,1^4',: 



,1- 



Da GS darauf ankommt, die Int*^gration nach x zur erstauszu führenden 
oder innern Integration zu machen, so werden wir die nach y „aufgelöst" 
M scheiiieude Doppelungleichung y^. j — (, <^ y ^ x -\- nun nach x 
„auflöscn^f d. h. diese Variable aus ihr (in der Mitte) isoliren. Es ergibt 
Sick — bier diurcb blosse ümstellnng der Glieder nach bekannten Sitien: 

(ap — a < y < X -j- a) i.v — a < a; < y -j- o), oder 

tfr^ = 

womit nnn anek jene Fortaetiung unarer Orenseniabelle gewonnen ist Dar- 
nack ist: 

und baben wir nadt Begel 2: 

x^.^. = x^.u*' + x^M*', wo tt*' = /(t, — ic*) = (o — y < 0) 

«*' J?'(^4 ~ arg) =- (y - a < 0) 

sowie nack Begel 1: 

äBi^ — «jK* + Xjtt^, WO «• = — a-j) = (2fl — y > 0 ) 

«' « — a-J (y — 2a > Oj 

uiithiu : 

A — (a^-a*' + x^M*){Xitt^ + a-jC*) — 

•pfe-^) -K^-^) -^^t-^) -pC««— ^) 

nach Kegel 3 sollen den Koeffizieni^n rechts noch die darunter gesetzten 
Fkktoren beigeaetcfc werden, nnd wollen wir sie mit diesen verdnigt aus- 
fBhrlick kinsekreiben, um dieselben nacb y au&ubreeken; es ist; 

a*'a^p{x^ - Xj) = (y - « > 0)(2a - y > 0)(a > 0) - [a < ;/ < 2a). 
«»'a»i)(x, - a-j) = (y — « > <>)(;/ - 2(i > t>)(3tt - z/ > ) - ( 2<i < < 3«), 
«*'rrV(a'4 -~ = (« - y > U j(2a - y > Q )(y > 0 ) - i^O < y < a), 
«*'«*1»(«4 - «i) - (« - .f > - 2a > 0)(2a > 0) - 
«.(2a<y <a)(a>0)-0. 
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wobei die unterstrichenen Faktoren je als durch die beiden andern mit- 
bcdin^t oder aber nach der Voraussetzung a > 0 schon überflüssig unter- 
drückt werden dürfen, der letzte Koettizient aber als einen Widerspruch 
(2« < n){a > 0) =^ (2 < 1) involvirend, verschwindet. Demgeniäss wird 
denn auch von den vier Konstituenten: 

^»M = {n< 3c< 2a), a,,^ (y — a < x < 2a), x^..^ ^ {a < x < y -\- a), 
^i ß = itf ~- < ^ < V + o ) 

der letzte ausser Betracht bleiben dürfen, wird ausfallen, und ist gefunden: 

A = {a<y< 2a) {a<x< 2a) + {2a<y< 3a) (// ^ n<x< 2a) -h 

+ (0<y<rt) {n<x<y n) 

was nach Voranstellung des dritten Gliedes die gesuchte Transformation 
der Aussage A ist, die uns das Doppelintegral sogleich mit der umgekehi-ten 
Integnitionsfolge anzuschreiben gestattet, so wie sie oben S. TilG zum vor- 
aus augegeben worden. 

Hutten wir — gelegentlich der letzten Operationen — der Grenzen- 
tubuUe rechts noch die Werte angefügt: 

yo = ^8 = «»3^4 = '-^«1 ys = -^«t 
so würde die Aussage als ihren konzisesten Ausdruck diesen erhalten haben: 

^ = Vy, 0 ^4', i + Va , 3 ^r, i + f-v, i 3 • 

[Wie man sieht, tritt hier die Zahl sowie y^ teils als untere teils 
als obere Grenze auf, sodass die Unterscheidung von unteren und oberen 
Grenzen mittelst ungerader und gerader Indiees nicht vollkon)mcn durch- 
geführt ist. Auch bei j/j, das nur als obere Grenze auftritt, sind wir von 
dem Grundsatz abgewichen, weil bei Bezeichnung dieser Zahl mit t/^ der 
Index 5 übersprungen wäre. So werden wir denn an solchem Prinzip der 
Nomenklatur auch inskünftige nicht unbedingt festhalten, wie sehr das.selbe 
sich auch zur Schematisirung der allgemeinen Regeln empfohlen hatte.) 

Nunmehr soll auch ein bedeutend komplizirteres Problem in exten- 
so nach der Methode durchgerechnet werden. 

Wir wählen die von McColl in *) behandelte Muster -Aufgabe, 
an welcher er seine Methode erstmalig auseinandersetzt, um dabei die 
von ihm gegebene Lösung, wie sie dessen bedürftig ist, zu berichtigen. 

Auf(fai)c: In dem vierfachen Integrale: 

t« ite Sx St 

3 = y (^frj dx J ly jdz f [tc^ x^ y, z)^ 

worin a > 0 gedacht sei, soll die Reihenfolge der Integrationen in die 

entgegengesetzte verwandelt werden. 

Als Endergebniss findet Herr Mo Coli eine Summe vou sieben vier- 
fachen Integralen nach y, Xj tc^ die sich durch ihre Grenzen soweit 
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unterscheiden, dass sie nicht in weniger solche /.usainmengezogen werden 
können. Von diesen leitet er auf fünf Druckseiten Rechnung das i'rstp 
nur ganz iiustuhrlich ab, welehps in dem „Jahrbuch über die Fort*« hritte der 
Mathematik'^ Bd. 10, p. 36 irrtümlich als das ganze Resultat hingestellt ist. 

üngeftcbtet der Konrdctheit aeiner Reelmuugeu ist jedoch xafolge dea 
sohoii gekeniuseUAiiietMi prinupiallen Fehlers Mc Coll's Ergebnisg f&Iach, 
und habe ich mich zum Überfluai durch die Probe für = 1 ül^er/.cu^^, 
dass seine Formeln ein viel zu p^rossps Kcsulfat liefern. In Wirklichkeit 
ist die Aulgabe eine noch verwickeltcrc uIh sie bei McColl schon seheint, 
und die Arbeit ihrer Lösung mehr als die dreifache: es wird 3 uümlich 
in 28 (vierfache) TeUiutegrale zerüüleu, zwischen deren Grenzen keine solchen 
Anschlflsse stattfindeiif dass sie in weniger isuaanunengezogcn werden könnten. 

Die Richtigkeit meiner LSsnngf die ich Terbftrgen zu liQnnen glaube, 
habe ich für die Annahme /* 1 anch erprobt. 

Zur Vorbereitiing mQsten wir erst durch g^ignete Zerieilung der 
InierraUe und nötigenfalles Yerta.u8chnng der Grenzen (unter obligater 
Änderung des Vorzeichens beim Intc^^e) hinzubringen suchen, dass 
unser Integral 3 Cttch additiv oder subtraktir ans lanter solchen Teil- 
integralen ansammeuseize, in denen durchweg jede obere Grenae wirk- 
lich grosser ist, als die entsprechende untere. 

Inbesug auf die beiden ersten Integrationen nach fr nnd x gelingt 
dies znnachgt durch die Zerlegung: 

3 — 3i + wo 

fi* ff* 

ia Sic 2x ir II - „ ?j- s7 

dy I Uz ' f. 

Und inbeKUg auf die beiden letzten Integrationen nach y und g, 
somit darchaosy gelingt es weiter, indem wir zerlegen: 

af.-3,. + 3„. -3,-9(» + 3», wo 

f« Sw »X S« 0 — » — tx 

« 0— x-ijr 0 — irSjr y' 

Sx 

f 

0 — 3x 2jc 0 0 —X ~ix 

Sj, =y ^ wf äx j dy j dz ■ /) in j dxjdy jdzf, 

— « O — » — ** — « Sm> tx ^ 

iic 

ic <0, :r>() m;<Ü, u. <0 

wobei schliesslich also: 

. . , 3 =^ 3ji 3|f 3«i ~ 5m 

sein wird. 
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Bei jedem der vier Teilintegrale wird sich nun Mc Coli 's Methode 
unbedenklich anwenden lassen. 

Wir Tollssiehen sninächst die Umkehmng der Intognktionsfolge bei 



verkehrt werdeu. 

Voraus bemerkt sei, dass die y,absoiutai Gretieett'' für sämtliche Inte- 
grationsvariable, d. b. die konstanten Werte, zwischen denen sie stets bleiben 
und die sie höchstens noch erreichen, sich hier leicht auf dem gewöhnlichen 
Wege ergebeu — tnit Ausnahme, vielleicht, der oberen Grenie fllr die 
sp&ter jedoch, im Verlauf der McCoirschen Operationen, zutage treten 
wird — wir tiihren nachher auch diese vorgreifend mit an. So geht der 
Maximalwert von X als «=40 aus seiner oberen Grenze 2iv ttir den Maxi- 
malwert 2 a von w hervor. Daraus folgen dann — 4a und 8 a als 
Muumsl- nnd Haiinialwert Ton y und — 8 a als Minimelwert von f (in 

Anbetracht, dass wie schon erkannt, stets ^sser ist als — 2£ und 

überhaupt nicht negativ hier werden kann). Immer jedoch mtlssen auch 
die absoluten Grenzen sich alle von selbst im Verlauf der McCoH'schen 
Prozeduren ergeben. 

Die Aussage Ä ist ein Produkt von acht Ungleichungen. 

Diese, sofern sie tv enthalten, brechen wir nun zunächst nach w 
auf, die Übrig bleibenden sodann nach x (eventuell noch übrige dann 
nach y und die letzten, wenn solche noch vorhanden, nach 2). Auf 
diese Weise ergibt sich für .4 leicht die folgende Darstellung, welcher 
wir ndunhcr, in eckiifcr Klammer^ auch die Angabe der vorerwähnten 
al)soluten Grenzen vollends anfügen: 



A = LC- Ha <ir <öa;(— 4a < y < ba;J(ü < x i.<4ttj)(ü < tp < 2a), 



was koloinienweise zu lesen ist, und so sich fortschreitend von rechts 




il — (0 < » < 2a) (0 < « < 2 w) (— * < y < 2 «) 2 





nach links ergab 



abgesehen von dem vorgreifend in [ J beige- 



Digitized by Google 



MoColl's Anwendung des AusMgenkalkoli etc. 545 

fBgton. Hier durfte nur die leiste Zeile eine ErÜntening beanspnichen. 
Die Forderung ^<|^ist^ da 0<x kier isti äquivalent mit: 2xg < y\ 

und kommt ftr ein positiTee ir, d. h. für 0 < # anf < |- Hinaos. wo- 

gegen sie für ein negatives s hinfalHEf wird, nämlich sich aln ohnehin 
erfüllt erweist, weil eine Tinj^'ative Zahl sicher kleiner ist als das un- 
bedingt positiv*' ()uf\(1rat von y. 

Man bemerkt , duss wir ohne die eckigen Klammern wieder acht 
Faktoren haben, welche ab blosse ümformuiitzen der vorigen achte 
erscheinen, die wir bei der Transcription vollständig berücksichtigt haben. 

Durch diese in den letzten zwei Kolonnen enÜialtenen Forderungen 
ist nun der Äiifaiuj der nachstehenden Tabelle von Grenzen (reo;(^hen, 
deren übrige Ansätze sich erst später motiviren werden, dio wir aker 
der Ubersicht und leichtern Bezugnahme halber (sonach teilweise TOr- 
greifeud) sogleich Tolistäudig hinsetzen wollen: 

Grenzentabellei 





= 0 






^0 


— 0 


»1 


X 


— — y 






= — 8a 




==2a 




y, — « 




— 2a 






«» f 






-»8a 






























^4 » 4a 


























5^8 = ^ 







Und mit Bezug aui diese haben wir als konzisesten Ausdruck unserer 
Integralaussage: 

" ^0, 1, 3, 5, (-^O- + ''O -^I*) 0, 1 • 

Dass der in Gestalt von =^ x^. zunächst sich darbietende Aussagen- 
faktor in z^-tZqX^, umgeschrieben werden durfte, sieiit man unschwer 
ohne Rechnung, kann es aber auch rechnerisch darthun (nach Tb. X) 
des § 32 und Th. 33^) Zusatz). 
Nun ist: 

indem wogen ü<a;, also 0<y, der Faktor (U<m?) durch den ^y^«") 
fiberflüssig gemacht ist. 

Scnöitu, Aigslm 4w Logik. S. n. it6 
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Hau kßon dies aaoh nach Ragel 1 eiiiMbeii, gemiaa welcher 

ißt, wo 

mit dem Eofaktor inA mkoneisteiit ist, wogegen {w^ — 

= p{x) ^ nur eine Wiederholung dieses FUrton ausdrücken würde. 
Im allgemeinen swar wate also: 

wogegen unter der Herrschaft des Aossagenfaktors (unter der An- 
nahme) ein&ch 

»0.1 ^ 

^cBoizt werden mag, und der erste Term wegen x^^q — x^x^^O fort- 
üalleii wird. 

Nach Üegel 3 hat aber die Geltung von t9,.^| auch die gleich- 
seitige von p (ff, — w,) p (2a — |^ ^p' (x — 4a) = (x<4a) — x^. 

im Gefolge, womit nun die absolute obere Greniie für x gewonnen und 
die Eintragung derselben in die Tabelle motivirt ist. 

Nachdem so x^. • w,- j för u',, „ j in A eingesetzt worden, ist die Aus- 
sage nach der als letzte designirten Varial>(!ln to bereits „entwickolf. 

Wir mögen den endgültigen Faktor Wf,^^ oder < tp < 2aj dann ganz 

beiseite lassen nnd den Komplex der ihm Torai^sehenden Ausaagen- 
foktoren etwa B nennen, sodass: 

Ä ~ B ' j 

wo 

B == 'o*^«', 0^1,1, S + 'o*!', 4',«, 1. 8, t 

demnSchst nach der anr Torletaten bestimmten Integrationsrariabeln x 
SU entwidceln sein wird. 

Der erste Term heisse B^, der andere B^, sodass 

B = Bi + n^. 

In beiden Tennen ist nach Regel 1 der Faktor zu enwickeln: 
^i,t.s, = «tfix^-^a^x^ + t^Xf + 

wo 

-P(0 + (O - f)p (O + I) ~p(9)tf(9)p(M) - «r,. t,- 0 

unmöglich ist wegen des inkonHiisteuten Faktors yQjf^f wo femer 

^ 0) I) p (-, + £)_,'(»),,•(,-£)_ j^,. 



Digitized by Google 



McCoU*8 Anwendung des Antiagenkalkttle etc. 547 

die Grenzen ^ ^ !f* ~ 'i ^^'^t^ Eintragang in die 

Tabelle motiTirfcy weiter: 

«* = i> (I — o) i> (1 4- y) i> (I + 1) -= j> (y ) (y + =» 

die GTeD2e ffx^ — t beisteuert, endlieb: 
ist Danaeb baben wir: 

iiiiil wird dieses mit Zq>x^, durchmultlpiizirt, zugleich in jedem Term 
auf die ar-Aussagen die Repel 3 angewendet, so haben wir: 

A — { Vv.rP («4 — ^l) ^4-. 1 + tl» («4 — ^«) *4^. t + VlUtP («4 — %)-C4',*i 

als ToUig nacb x entwickeli Es ist aber: p{x^ — ^) H^y) 
( — 4aKy)^y^ die an dieser Stelle gewonnene und bier in die 
Tabelle einzutragende abeolnte untere Grenze von y (sofern als Zabl 

statt als Aussage gedeutet); ferner (jc^ — x\) ----- p ^4a — ^^—p {}f — 

== < 8a) »== ^4-, womit = 8a als die absolute obere Grenze von y 
gewonnen ist, und endlich wird: 

die absolute untere Qrense von m einfübien. Sodass: 

" 'o" i y«', r, t ^4', 1 + y4',«b t ^*'.» Ä'tt 1 
nunmebr nacb y zu entwickeln bleibt. 

Nun ist yo,»',8 ^ ^r,i t Forderung i/ < 0 durch die y <^ 

bei ir < 0 überflüssig gemacht wird, oder, weim man es vorzieht» weil 
nacb den Regebi: Sf«.,r — ^^o'+Z^y* » ^o/^^p'Cyo — yi)— |) 

= ry und ß'-'^p'{!/i~ i/o)==%> allgi'nu-ui zwar »/o-, r = ~« J/o' ' 

likf jedoch, unter der Herrschaft des Faktors z^, sich y^^y = y^. wird 

setzen lassen. 

Und y,.^ j kooptirt nach Hegel 3 den Faktor: p (y, — yi) =jp (| + ^) 

B p (ir -|- 8a) #1 , sodass wir y^^^r,« = y^, 3 einzusetzen haben. 

Weiter ist y4f^n,i =^ yr.tt bei ier<0 die Forderung 0<y 

durch die — « < y entbehrlieb gemacht wird, oder auch, weil nach der 

Ä«g«i! y<M f^!fo + /J'yi , j»(yo ~ ä) — + — ^« mit 

inkonsistent, ß^^piPi — y«) » jp( — ' — ^) J>' (') = '»^ dessen 
tantologische Wiedeibobing. 

36» 
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Und y^. ^ kooptirt deu Faktor p(y^ — = p(Sa -\- s) = so- 
dass y^. 0 j = xr, y^,^ ^ einzusetzen sein wird. 

Endlich kooptirt y,, g den Faktor ;j (Vi — Vt) — P — * — 0 
= P'(z) = Zq.j der sich oben ohnehin vorfindet. 
Darnach ist: 

A = ^0-, 1 (?/«'. s 1 + ^4'. 1 ^i; s + J/i'. j ^r, r) 

auch nach y entwickelt, desgleichen aber nicht minder nach z, in 
welcher letztem Hinsicht nur noch zu bedenken bleibt, dass der von 
Zq. ^ kooptirte Faktor p {zq — z^) = p (0 -{- Sa) = 1 laut Annahme a > 0 
ohnehin erfüllt ist. 

Der Ausdruck ist daher jetzt fertig, und besteht nach McColls 
Ausdrucksweise aus lauter „elementary terms". — 

Was = ZqX^. 4, 0,1 35 betriflfl, so haben wir nach Regel 2: 

wo «*' = p (a;, — = p' — 4a) wegen 0 <C z gleich p (y* — 8a 

= y ((y — y^z){y + }/8a^)). 

Wenn hier die Grenzen y^ = — VSa Zt yg = y'8rt z in die Greuzen- 
tafel eingetr^en werden, so ist nun die vorstehende Aussage nach deu 
unter «'j), oben Seite 528 bereits gegebenen Schemata: 

Ebenso ist femer = p' {x^ — x^ = ;/ ^4a — nnter Herr- 
schaft von Zq gleich p' {%az — y') = p (y' — 8az) nach ebendieseu 
Schemata: = y,y -f y^. 

Mithin wird bei Geltung von Zq sein: 

Dies haben wir mit dem oben voraussetzungslos abgeleiteten Ausdruck 
von 3*0^1^3^5 zu multipliziren. In ihm kann aber wegen des Ko-Fak- 
tors Zq in B^ der damit inkonsistente dritte Term z^-y^^^Xr, fortgelassen 
und einfacher blos: 

^0, 1, 8, 5 ™ Vv, V ^1 + ^0, 1 -^s 
genommen werden. So entsteht durch Ausmultipliziren , wenn wir 
sogleich auch Regel 3 auf die or-Konstituenten anwenden: 

+ (j/o-, r, 6' + Vv, r. c) P (^4 — ^1) ^4-. 1 + hff>; 0. 1 + Vo. 1. c) i' (^4 — ^^3) ^i; 3 ) 
wo p{x^ — x^) = j) -f y) wegen gleich p (y« -|- 2y z) und wegen 
des Kofaktors y^. gleich p' {y -f- 2z) — y^ die Eintragung der Grenze 
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f/7 iu die Tabelle fordert, während p(Xf — x^) == p\^^ — |j wegen 

gleich ;) (y* — yz) and wegea des Kofaktors pQ gleich p(if — z) =^y^ 
isty also die Eiutragong der Grenze yg erheischt, und schliesslich 

P(*4 — «1) — P(4a + y) — j^i, sowie p{x^ — x^) — p(4a — Q 
= ^ ijf — ^<») = Ur i*^ Mithin ist; 

■* *o ( SÄT, r, T% 4 t + Ä«, «, St t, 8 $ + (ä»'. r, $ + ÄK, I', 1, •) 1 + 

nnnniehr mich x entwickelt, und müssen es die Koeffizienten jetzt auch 
nach u werden. 

liiis kann strikte nach den Regeln gescheheu. Doch gestaltet 
sich (leren pedantische Anwf iidiing da, wo viele Suffixe zusammen- 
tri trii. immerhin etwas unu^t ni(]lich, und wird man praktisch zuvor 
alle tlitjerii^jen Faktoren unterdrücken, welche durch andere von ihnen 
auf den ersten Blick übcrfldssig gemacht werden. Öo ist z. B. 

yo-.r.«.,7,6 = (j/<0){y< I) (y < V^)(y < - 2r) (- }/87;<y) 

augenscheinlich » yr,&» indem wegen des hier positiven » die drei ersten 
Faktoren durch die als erfUlt zu denkende Forderung des Tierten 
Faktors hiafSUig werden, nämlich als schon selhstrerstiiidlieh erf&Ilte 
zu ganz nichtssagenden Bedingungen sieh stempeln. Ganz dasselbe 
würde sidi natürlich aadi durch Entwickelang yon yQ-^r,6',v geniSn 
Regel 3 herausgestellt haben. McCoU unteipunktirt die hinfallig 
werdenden Suffixe und unterstreicht eingehende Faktoren (sowie als 
inkonsistent Tenchwindende Summanden) bei den Aussagen, wie wir es 
Torstehend ezemplifizirt haben. Solches empfiehlt sidi sehr für das 
schriftliche Arbeiten, stellt aber an den Druck höhere typographische 
Anforderungen, weshalb wir fernerhin keinen Gebrauch von diesem 
Verfahren machen wollen. 

Nach Regel 3 wird y^, 5 den Faktor kooptiren: p (Jy^ — ^5) 
= /) ( — 2^ -f- ]/Hn = (|/87rj > 2r), wa« wegen gleich (js < 2 a) — z^, 
ist und die Grenze z^ zur Tabelle beisteuert, sodass y^^v^ß'^VtS'"' h'!fi\tk 
einzuf'ptzf'n ist. 

Ähnlich nun veremtacht (^bei Geltung von z^) sich sofort: yrt«.i,K,« 

""Ä'.i» yo%i',S',s*~ife',si ÄD'.r.s,«'*^^» y4*,S',0ii^^> ^rAM " f«'»« 

und zwar verschwindet der drittletzte Koeffizient, weil in ihm die 
Forderung y^, = (V^^^ Ky) mit der ^0 , = < 0) unverträglich ist. 
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und ebenso der vorletzte, weil sein Faktor y^. , = (i/ < — YSöT) kol- 
lidirt mit dem Faktor f/^, = (0 < y). 

Es fällt hienach überhaupt nicht mehr nötig die Regeln 1 und 2 
anzuwenden. Nach Regel aber wird i/g. ^ den Faktor kooptiren: 

piy6—ys), = p{V^^ — e) = {z< 8a) = ^3-, 

welcher die absolute obere Grenze für z andeutet und als hier in 
die Tabelle einzutragen ist. 

Und t/5, g kooptirt p (y^ — y,), = p (— }/8ä^ -{- 4a) ^ {z < 2a) 

= <?,,, endlich y^. g kooptirt p{y^ — y«)» =1> (^a — "|/Ha x-) = < Ha) = 
= sodass wir nach Einsetzung der gefundenen Koeffizienten haben: 

■ö» = { Zr Vv, 5 ^r, i + ^s' ^6', 8 ^r, a + ^i- Vh; 3 ^4', i + ^a- ^4'. 6 ^4'. s 1 
Bedenkt man jetzt nur noch, dass z^. ^ sowie z^ ^ die Faktoren kooptiren: 
P {^t — 'o\ = P (- «) resp. /) (zj — ^0), = p (Sa), die wegen o > 0 gleich 
d. h. ohnehin erfüllt sind, so ist klar, dass: 

-Pf = ^r, 0 (Vr, ys; j ^e, 1) + ^S'. 0 (^6-, 8 ^r. 3 + ^4-, 8 ^4-, s) 
nach allen drei Variabeln, zuerst x, dann y, dann fertig entwickelt ist. 

Dasselbe gilt hienach auch bezüglich aller vier Integrationsvari- 
abeln WfX,y,z von 

A = (Ii, + Ii,) w,,, 

selbst, was nun unter Einsetzung der gefundenen Endwerte von und 
li^ leicht vollständig hinzuschreiben wäre, und die „Aussage" für das 
gesuchte Integral mit umgekehrter Integrationsfolge vorstellt. Das- 
selbe zerfällt hienach in sieben vierfache Teilintegrale, die sich durch 
irgendwelche Abweichungen in den korrespondirenden Grenzen von 
einander unterscheiden, und unter Bezugnahme auf die Grenzentubelle 
leicht hinzuschreiben sind. Unsere Aufgabe löst der Ansatz: 



Sil — 



8 4a 



8a 4a 



— 1 4o 



— Ha — 4a — y 



— 2i 2« 



— j y 
S 



— I/SÖT 4a 



8a 



V'»a» — r — <« —P 

V'Ha< S< 8a 4 a 



I diV ' f. 
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Ööl 



Lösung der Aufgabe für 

Grundaussage: 

A ^ {0 < w <2a)(- 10 <x <0) {2x < y < - x)(^^< z <~ 

Erste Transcription derselben, bei welcher von dem in [ ] vorgreifend 
angefÜbrten abzusehen: 

^ = [(_ 4o <r < 4a)(— 4a <y < 2a)] ([— 2a <] x < O) • (0<w < 2a). 

■{x< — y)(-'X<io)' 

•HD- 

•(x<-|). 

• {(^<o)<(i;<.)). 

Die Grenzen tabelle: 



«0 


= 0 




= 2a 




= — X 



ro = 0 



= - y 
^ - 2« 



^6 = -2 



a;^ — — 2 a 



g 



— Ä 



yio = 4a-5 
y; = - 2z 
2a 
z 

- 4a 



yii 
y» 
ys 



^4 ^ 



— a 

- 4a 



j?6 4a 



ist dieselbe wie boi 3in nur mit Wegfall von ir^, aj^, y^, ^5, y^, f,, «|, 

und unter Anfügung von Xg, yg, r^, x-j, Zg. 

Sonach: 

^ %, f, 8', 5' (^0' ''^i + ^0) '''8', 0, s • 

Wegen x^. ist ir,, „ , = jr,. , = fr,. , Xg. Also A = (Bj + B^) tr^, 3, 

wo 5, = Zq. Xq.^ j,^ j,^ 5.^ 2 g , = Zq Xq.^ j,^ 5.^ 5,^ j. 

Nun ist: Xo',f,S',.v = .'/o.s ^^i- + yo-,i- J's + ^oyj .i ^»^"s /o- g»^*: 

J'j.e = yio .9 ^1 + (yD- + yio) -ffo »Iso: 

-^1 ^0' { !fio; 0, », 9 • y? J^*!'. 8 + (yi.-. 0, s + yo, s. .o"» yir -fr. 6 + yo , 1', 10', 9 • y»' ^5-, 8 + 

+ (yo', r, »■ + yo-, i', 10) ys ^z , a ) • 
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Aber bei ist: 

yiO-, 0, 1, 7, 9 Ifw, 7 *4» y»', ir, 0, l ™ ^1 Vu; O, l , lO ™ yil', 10 '41 

j'o', 1', 8', 10', 9 y«', 9 H » y©', i', • °" y»', » > y©-, i*, », 10 ^ t 

somit: 

Weiter ist (%,i',v,6',6 sogleich): 

■Pf ^0 Uo, I • i/ii 1 , 6 + yo-, V ■ y3 ^»v e + yi'. i • ^6- h . «) 

wo, bei f^: 

völlig entwickelt Damit ist anch A gefunden, und llaat ridi ohne weiteres 
hinschrriber : 



3«- 



0 V-»4iM —y 9a — y 



4a 



1« — y 



— » 8 



\^jd^ Jdx -\- j^yjdx -i- Jdy Jdx -^ 



Jdw'f, 



LUiung der Aufgabe für 

OnindaiUBage: 

Ä " {- a<w <0) (p <x <- w) {- X <9 <2x) 2x <g < 
Erste Tranaeription derselben: 

A^[{-2a<£<2a){~a<y<2a)]{0<x [< a]) {- a < w < 0). 



• t- y < •^)- 

(f <«)■ 
.(-i<.). 

{(0<.)^(*<|:)j. 



•(»<—«) 
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iTfl =. 0 


ITj « — Z 




9 


«= — 2a 


= — a 




ffi 


a 

•>«-« 






y„ - - a 






















» a 





führt miicr Wegfall mancher früheren nur w^, j-, yj,, y^,, y,^, als 
nene Qrauen eia. Sosaoh: 

= ^^0, 1, 8, f., ( "o + -'o ^r) «'o', 4 
Bei Geltung von ar^ ist: ""o,8-,4 ^ «*V,4 «'•',4«^im also: 
^ = (5i + £,)tr3, wo Bj-ro.r^ 0.1.3.5, ^, = 'o^^,7^o.l.^5• 
N^m ist: ar^^ ,, s = .Vo , 2^1 + ^o, i + ^o- ^i-, t ^5 1 wie früher S. 547. Also : 

Aber hei ^ ist: yr.r.u - yr.u - y.-.«^. yir.t^i " yti'.i - »u.tihi 
yr,i *yi'.iV alüo: 

^1 " %.i (y*',ii«r',i + yii'.i «i'.s + yr.i «rs»)- 
Bei ist a^,^,. y^^,^ „ a^. + (y„, + y^J also: 

•^t ^ (yr,r,iivis-yr*^^i+(yo^,i^iS'+yo',r,i4)yis^^i +yk4^e,ijsyb^V«^ 

+ (y«', i. 1 + 1, m) y«' *if', I } » 
yi4', 0, 1. 8, 13 — sfur, 6 • yif, isv 0, 1 " ^» yii', o, i, u ~ yu*, t4 «i- 

bei ist, somit: 

■^i V»e(yr',is^',i +yj»',iiai',i) + ifr,«(yM>s«r,s + yir.u«7^^ 
IHes gibt: 



r 



3« 



— Sa — « — jr 



f 



1 



s 

* — >* *» —VlaM a in VsäT S* ta a 

• -r -« -r 0 ; y y 
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Aber bei ist: 

yiO-,©, J, 7, 8 ifw, 7 '41 y^', 11-, 0, » ^! '/ir, 0, J, 10 ^ ^11-, 10 

somit: 

Weiter ist (%,r,s',s%« sogleicli): 

wo, bei jt^j: 

— V, 0 (y«', t • + yi', yf V 1 €) 

▼öUig «ntwiokelt Damit iit auch A gefunden, und Ub»t nch ohne weiteres 
hinsdireiben: 

^ iir 1^ dy l*dx ' J dy J'dx 



— « — t« 



1 



-1^— '4 a» * 



4a 



Ja — y 



t S 



s 



+ IJdy JdX"\- Jdyjdx—^- Jdy Jdx -^ 

e s —tm —Am — t« — « — t« 



Losung der Aufgabe für 3n< 

Qrundanssage: 

X-.(-a<»<O)(O<«<-ic>)(-«<|f<2a;)(-2af<ji<0 
Erste Traascription derselben: 

- [(- 2a < Ä < 2a) (- a <y < 2a)] (0 < [< a]) (- a < u; < 0). 



• (— y < 

•^<«)- 

•(--;<')• 

{(0<,)«(.<|1)}. 



(«?<—«) 
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— — « 
»4 — — a 







0 




— 








!/ 
2 






M 

2 






.V' 


0-, 










0 



0 

» 

— # 



— a 

5 



9$ 



- 2a 



2a 



ffihrt unter Wegfall mancher früheren nur m^^, jr,, yj,« yis* ^1«) ^71 
neu« Qi«iu«n ein. Sonacb: 

= i^o. 1, 3, &, (^0- + ^0 «'o'. r, 4 
Bei Geltang von ist: «V.s*. 4 "'s*,* **'r,4^ri *^äo: 
.4 = (P, + 5,) tP,,^ , , yro B^= Zfy r,,^ 0, 1, s, 5> ^« = ^o^r, 7 , 0. 1, n, r. • 
Nun ist: aio, 1, «, 6 yo», f - ^1 + y©, 1 «"^a + % Ifv, a ^5 1 früher S. 5 47. Also : 

- ^0- (yir.f *yii«iM + y«»i • yit-a^r.a + yr.i «i «?'.*)• 
Aber bei »»t: Jfc.r.n "l'r.ii * yr,ti«i» ^11'.«^! - fir.i - fiiM'»» 

■^1 *" '«•, f (fr. it 1 + fii*, 1 » + ff, 1 *i% ö)* 
B«L igt a^.^,. — jFm,, „ + dfir + JfiJ »i.t 
-^1 " I lir, 14', Ii ' fh' 1 + ÖV, r, *** ,f 14) 1 + fu», «, 1, is + 

+ (Vir, •, 1 + «ib 1, 14) 9u' 
^ yv.r, 14% r, M fr*, II V» SV.r. ir, it 9a\ 1» Hft Pv^r^n» tt ~ 

1^14% «^ 1, «» it * 9u't » • fir, w, 1 ^ ^» ^11', «, 1 , 14 fti', u 'r 
b«i /| i«t, aomit: 

JJj *s', • fef, tt i + yw, II i) + 'r, 0 (yw, 8 » + 9ti\ 14 •)• 
Di«« gibt: 

r ^ 

Sn-I fdtydyJdX'-^JdyJdX'-{-JdsJdX'^-^ 



I 



1 



r' _ 
d#{Jdy Jdx -ijdy Jdx-^-i-jdz^jdp JdX'+Jdy Jrfjcj 



Vlat tu 



i 

ta 



f 



I 



JdtO'f. 
— a 
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Lösung der Aufgabe für l^»- 

Onindaussage: 

A = (-a<tc< 0)(2ir < x < 0)(2x < V < - < z < - 2x). 

Erste Umformung derselben: 
A = [{- 4o<r<4a)(- 4« <y < 2«)]([- 2a <]x < 0)(- a < < O). 

.(x<-y). (,r<^)- 

Die Grenzentabelle: 

etc. 



«0^ 


0 


-^0 = 0 


«^4 = 


— a 


etc. 




X 




«1 - 


2 





ist bis auf die Vertauschung von tr,, mit fr^, ir^ dieselbe wie bei 
Also: 

^0-, r, S', 5'(^o^f + 'o) "V, V, i ' 
Wegen Xq, ist tr^j. 4 = '«^j.^^ =— »rj. ^Xj, sonach 

wo und dieselben Bedeutungen und somit auch dieselben aus- 
gerechneten Endwerte haben wie in Man kann hiernach das Ergcbniss 
sogleich hinschreiben. Dasselbe lautet: 



• 

t 



wo in der Klammer [ ] derselbe Ausdruck wiederholt zu denken ist, der 
beim Resultat für 3is i° einer solchen steht. 

Zum Schlüsse sei bemerkt, dass McColl's Methode sich mit 
geringfügiger Modifikation auch auf mehrfache Summeti ausdehnen lässt, 
sei es, um die Grenzen der successiven Einzelsummationen nach ge- 
gebenen Summationsvariabeln zu ermitteln, wenn der Summationsbereich 
irgendwie gegeben ist, sei es um eine gegebene Summationsordnung 
umzukehren, für die umgekehrte aus den alten die neuen Grenzen ab- 
zuleiten. 

Die bei den Integralen erforderliche (tou McCoU übersehene) 
„VorhereitHngsarbeW* fällt hier fort, weil eine Summe gemeinhin als 0 
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gerechnet zu werden pflegt, sobald ihre untere Grenze die obere übcr- 
triflft, und insofern gestaltet bei den Summen sich die Arbeit einfacher 
als bei den Integralen. 

Koniplizirter wird dagegen das analoge Summenproblem in zwei 
andern Hinsichten. Einmal, aber nicht sehr erheblich, zufolge des 
ümstandes, dass wir jetzt nicht blos mit Ungleichungen, sondern auch 
mit Gleichungen zu thun haben werden. Diese dürfen jetzt nicht mehr 
ausgeschieden werden: die untere (und zumeist auch die obere) Grenze 
einer Summe muss immer einschliesHÜch, inklusiv gerechnet werden; 
es ist hier nicht gleichgültig, ob man sie einrechnet oder ausschliesst. 

Diesem Umstand wird leicht in folgender Weise Rechnung zu 
tragen sein: 

Man definire: p{x — a) — (a^ x), sonncli p(x) = CO ^ x), und 
})'{x — a) = (a: < a), p'{x) = (x <. 0), wie früher; so wird jetzt p\x) 
exakt = p,{^) = {pix)]i die Negation von p{x) sein, und ist das 
frühere Verhäitniss hergestellt. 

Die „unteren" Summengrenzen für eine Summationsvarisible x 
treten jetzt auch als solche in die Aussagensymbole ein. Dagegen 
wird man die oberen Summengrenzen, soferne auch sie wie üblich in- 
klusive gerechnet werden sollen, je nur um 1 vermeJirt in die Grenzen- 
tafel und in die Aussagensymbole p eintreton lassen dürfen, um sie 
zuletzt beim Rückschlüsse aus den Aussagensymbolen auf die anzusetzende 
mehrfache Summe wiederum um 1 vermindert als obere Grenzen an- 
zuschreiben. 

Damach werden die drei McCoH'schen Regeln, auf denen alle 
Prozesse beruhten, sich ohne weiteres wieder als gültig erweisen und 
seine Methode sofort anwendbar sein. 

Eine erheblichere Erschwerung kann aus dem andern Umstand 
erwachsen: dass nämlich die Summationsvariabeln mit ihrer Verander- 
lichkeit auf das Gebiet der ganzen Zahlen beschränkt und in diesem 
angewiesen sind, stets eine Sequenz von solchen zu durchlaufen. 



Bi'weis der Regel Seite 528/9: 

sowie dor zupphftrigen Sätze fj), f,). 
Zunächst ist fj) oder 

a"«^ = 0 für X + A 

evident; denn a* enthält nach der Definition d^) den Faktor p{x^ — 
dagegen ct^ den p{x-^ — x^), und nach ip) ist: 
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Ebendamm ist aach 

denkt man nck nun diese Olttehung aagetetst fBr alle eidenklicben Paare 

Yon unter sich verschiedenen a;-Gr088en s)^, • • • und QbersdiiebeDd 
mit einander mnltipludzt: 

(*,) 1 = {p{Xj^ - X^) - X,) j {p(Xi - X5) + i>(x3 - X,) j • 

80 moss daraus die Gleichung i — ct^ + a' + a'^ + • • • entstehen, (ans 
welcher daan yi) leicht absoleitrai sein wird,) — wofern man nur in fi^) 
rechterhnnd ausmultiplizirt, die kraft ^) etc. verschwindenden Terrae des 
ausmultiplizirten Produktes fortlilsst, und hei den stehen bleibenden die 
„üljorfliisvi.riMi" Faktorfn („rediinflanf" factors) imterdrfickt| die kraft des 
Absorption sl'"-' t/es in den übri^nn eingehen. 

Um dies einzusehen, hätte man, wenn n die Anzahl der unteren 

Grensen oder Symbole der «-£eihe ist, von den '-i^^^^ Faktoren in 
»■(»1-1) 

2 ' Partialprodukte im Geiste durchzugehen. Dieser Gedanke, 
dessen Ausführung sich freilich meist uinstüuülich gestalten dürfte, lässt 
sich immecldn aUgemein in folgender Weise Terwiiklidi«i. 

Irgend ein Glied von s. B. a\ wird in ans denjenigen » — 1 

von den —^^—-^ binomischen Paktoren entstehen, in welchen das Zahlen- 

syinbol aTj vorkommt; und zwar wird, wenn wir uns diese n — 1 Faktoren 
zunächst für sich ausmultiplizirt denken, a^, als eines der 2"'^ Partial- 
produkte, herrflhren von den BinomgHedsni der Form — xj, in 
welchen x^ hinter p als Minuend steht. Im Gesamtprodukt von findet 
sieh dann jedes dieser 2**'^ Partialprodukte, darunter also anch tt\ noch 

miiltiplisirt mit allen übrigen (" ~ 0^»» ~ bmomisofaen Faktoren von ft|), 

in welchen nicht Vorkomnii, — deren jeder aber » i ist Also 
tritt auch im Gesam^odukt als «nscJner Tann mit dem Koeffi- 
zienten 1 aof. 

Ebenso wie lassen <:i(li liierauf auch sodann ft^ «. s. w. in fi^) 
als besondere Glieder anssondcrn, unter MitbenütziniL' freilich von Faktoren 
und Gliedern, die auch schon zur Bildung früherer a-Produkte Verwendung 
fanden. Ungeachtet dieses letstem ITmstandes dthrfen wnr — wegen des 

Tautologiegesetzes 14) — nunmehr das expandirte Produkt fij) in der 
Gestalt 

+ + + + J? 

uns vorstellen, -wenn hier unter dem Zeichen R die restirenden, noch zu 
den a hin/n tretenden Glieder zusammengefasst sind. ist bewiesen, wenn 
noch gezeigt ist, dass Ji 0 wird. 
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Nun ist ein jedes Glied von H ein Produkt aus Aussagen p 

der Form pfr^ — r^); nnd in jedem dieser Glieder ist eine jede x- Grösse, 
2. B. a?,, gerade wieder n — 1 mal vertreten, sei es als Minuend, sei es 
als Subtrahend in je einem j)- Faktor, und zwar so, dass keim von dm n 
sc-Oräsam dunAweg als Mimtmd trwMni* Wlare nimlidi etwa das 
Slement «( dorehweg Minuend in allen n — 1 Faktoien in weldien das« 
selbe vorkommt, 30 wire das betreffende Glied Ton scbon mit be- 
rQcksicbtigt worden. 

Dies vorütisgesetzt , lässt sich nun beweisen, dass unter den Faktoren 
eines jeden Gliedes von R sich stets eine gescklossenu Kette, ein King oder 
„Cyklus^^ finden muss — mitunter auch deren mehrere — von der Form 



n) 



p{a — b)p{b — c)p(c - a), =0 

p(a — b)p{b — c)p{c — d)p{d — a), =0 



Znnicbst ist leicbt einzusehen, dass ein soloher Gjklus jedeneit, (wie auch 
schon der nur ans zwei Faktoren bestehende 

p(a—b)p{b — a), —0, 

vergl. Seite 5 25,) = 0 ist und damit, vmfern er wirklich in einem Glied 
von It vorbanden ist, auch dieses Glied zum Vorsrhwinden bringt; denn 
aus a~6>U, b - - 0 folgt durch überscUicbendes Addiren a — c > 0, 
(odMT aus a > 6, & > c a fortiori a > c,) also 

e,> p(a — b)p(b — c) '^pia — c) 

und hieraus di« t rate der Inkonsistenzeu Vj), da p{c — a) als Negation 
von p{a — c) IM gelten hat. U. s. w. 

Dass aber wiiUieh in jedem Glied von ü mindestens ein solcher 
Ciykhis notwendig auftreten muss, darin prftgt sieh ein eigener Satx der 
Kombinatorik ans, dm idk aaohher ittr n Elemente iigend weldw Art 
die dann nicht jfj, afj, ajg, ••• sondern 1, 3, ••• w genannt werden 
sollen — von allem bisherigen unabiiungig aussprechen und beweisen 
werde. Unter der Voraussetzung, dass dies bereits geschehen sei, möchte 
ich jedoch, um den Gedankengang nicht xa unterbrechen, mit dem begonnenen 
Beweise von McColl's Begel 1 sn Ende kommen. 

Nach alledem wird also die Gleidiung anzusehen sein pls das 

Ergebniss der Eatwickelnng der identischen 1 nach den -^-^ — - Aussagen 

Ans ist dann endlidi leicht y^) rechnerisch abzuleiten, indem man 
jene Gleichung mit der gemäss ft) geltenden: 

flberscbiebend multiplizirt und zwar rechts ausmnltiplisdrend. Dab^ ist 
nur noch zu beachten, dass in jedem Qliede alle Anssagenfaktoren «, 
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welch« einen Tom Exponenten des «e Tenehiedenen Index haben, im Produkte 
eingeh«!, speziell also, dass: 

t^XiX^SBf • • • — a*«",, 

ist Um das entere ^nznsehen (was fttr den Best typisch ist), schreibe 
man sich das Produkt ausführlicher hin: 

lu Anbetracht aber, dass die Sabsumtion o^) nach Th. 20^) auch ge- 
schrieben werden kann: 

a«i) j>(a - b)p{b - c)p{a - c) - j)(a - b)pib - c), 

haben wir ein Schema vor uns, gem&ss welchem nun oben der Faktor 

p(x — a^) von dem Produkte p(x — o^J/U'^i — a^s)> 
der p{x — x^) „ „ „ p(x — Xf)p{£i — j-J, 

augonschniiilicb absorbirt (nfimlich ohnehin mitbediiigt) wird, (we«5halb 
Beine Statuirong überflüssig). Sonach veremilacht unser tilied sich in der 
Thai 2u: 

p{x — x^)p{x^ ~ x^p{x^ —x^ • . = ajja», 
wie zu zeigen gewesen, und die Formel ist gerechtfertigt. 

Der kombinatorische (H(llf8r)Satz, auf weldien mich der Yersnch 
geführt hat, den Beweis von HcCoirs Begeln zu vorvoUstindigen, und 
von welchem Torstehend in der That Gebrauch gemacht werden musiU^ 

ist vielleicht — gleichwie der Beweis für denselben — auch an sich von 
Interesse. Derselbe ist wie folgt zu forniulirpn. 

Betrachtet man die Kombinationen ohne Wiederholimgen sur 

xwelten Klasse von 7; Elementen 1, 2, 8, <*• n — 1, n, dieselben jedoch 
„ungeordnet" (d, h. mit irgendwie geordneten Elementen) genommen, 
m. a. W. nur als ,,El"nicntcpaare" aufgefasst, somit jede einzelne Kom- 
bination beliebig onlwedor als „Rechtfolge" oder aber als „Kehrfolgo" an- 
gei>ety.t, so gilt der Satz: Wvnn kein Element in allen n — 1 Elemrttte- 
paaren, m dmen es vorhommi, voramiAii so lassen sieh immer gewisse vtm 
dm £3iementepaarm ett entern „J^infftf* oder ^OyJAwf^ ordnen — wie 

23, 34, 42, abgttklirst: 3342, 



12, 23, 34, 41, 



12341, 



— dergestalt dass der Konsequent (oder das zweite Element) jedes Paares 

mit dem Antezedenten (oder ersten Element) des ihm folgenden Paares 
zusammenfflllt, der letzte Kon.scqnent aber mit dem ersten Antezedenten — 
und zwar eventuell auf mehrere Arten. 
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Die Cyklen bestehen iiatAxlieh aus mindestens drei Elementepasren, 
sind drei- oder „mebrgliedrige**; ein ,,Bweigliedriger" GyUus wie 33, 32, 

kann nämlich nicht vorkommen, weil jede Kombination nar ein mal durch 

ein Elonientf^pnar vprtreten sein soll; und noch weniger kann cm „ein- 

gliedrif.^er" Tyklus, wie 11, vorkommen, weil Wiederholung von £lcmentea 

in jeder Kombination ausgeschlossen. 

Die Anzahl der möglichen Systeme (oder KombinatioDen) von Elemente- 

•1(1.^ 

paaren ist, wie leicht zu sehen, = 2 ^ 

"Don Brirris des Satzes beginnen wir mit dem empirischen Nachweise 
seiner Uültigkeit för die niedersten Werte: 2, 3 und 1 von w. 

Ztcei Elcmenie: 1 und 2; also »- 2, i» - 1 — 1, Ü^ÜZll) « 2» „ 2. 

Kombinationen: 



12 


* 


21 


♦ 



Ker kann die Yoranssetsong des Satzes niemals zutreffen, weil in 

allen, d. 1. eben in dem einzigen Elementepaare des Systems sicher ein 
Eb^ment „durchweg^ voransteht Und unser Satz muss hier als ein „nichts- 
sagender" peltm. 

Drei Elemente: 1, 2, 3; also « = 3, « - 1 = 2, - 3, 2' = 8. 



Kombinationen: 


j Qyklen: 


12, 13 


23 


* 




32 


* 


12, 31 


23 


1231 




32 




21, 13 


23 


— 

♦ 




32 


1321 


21, Sl 


23 


e 




32 


* 



Vor flt'n f-rsten Yrrtikalsirich haben wir die das Element 1 enthaltonrlon 
Elementepaare des jeweils in einer Zeile dargestellten Systemes gesetzt und 
sind dieselben in den leeren Plätzen aas den darüberstehenden Zeilen 
wiederftott zu denken. Hinter jenem Strich stehen die das Element 1 nicht 
enthaltenden Slementepaare. Sodann haben wir hinter einen «weiten 
Yertikalstrich die ersichtlichen CfU«i gesetzt in den Fällen, wo die Voraus- 
setzung unsres Satzes zutrifft, dagegen mit einem Stern die Fälle gekennzeichnet, 
wo diese Voraussetzung nicht zutrifft, indem entwef^or da.s Flemont 1 oder 
das 2 oder 3 'Inrchweg voransteht in allen Elemuntepaaren des betreä'eudeu 
Systems oder der Zeile, die dasselbe enthalten. 

Ähnlidi Torfhhrett wir auch bei den nachfolgenden ZnsammensteUnngen. 

Vier Elemente: 1, 2, 3, 4 ; also m 4, ti — 1 — 3, 6, 2« = 64. 
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KomlniiKtioneB der EleaiMitepMre mit er. sugehörigeo C/klen: 



1 9 


1 4 


1 4. 




9i 
**> 




w 










23, 


24, 


43 


* 










23, 


42, 


34 


* 










93, 


43, 


48 












32, 


24, 


34 


* 










32, 


24, 


43 


* 










32, 


42, 


34 


* 










32, 


42, 


43 


♦ 






1 4 


J.1 
41. 


9^ 




<ti 


19^i.f 19J.1 


t4i.i 

l0Sl 








23, 


24, 


43 


1241 










23, 


12, 


34 


12341, 1341, 


2343 








23, 


42, 


43 


* 










32, 


24, 


34 


1241, 13241, 


1341 








32, 


24, 


43 


1241, 18941, 


3483 








83, 


^2, 


84 


1841 










32, 


42, 


43 


* 




19 


dl, 




9'l 






1231, 12341, 


1241 








23, 


24, 


43 


1231, 1241, 12481 








88, 


^2, 


84 


1381, 13841, 


3843 








23, 


42, 


43 


* 










32, 


24, 


34 












32, 


24, 


43 


1241,. 12431, 


2432 








32, 


42, 


34 












32, 


42, 


43 


* 






31 


4.1 




91 




* 










23, 


24, 


43 












23, 




34 


2342 












42, 


43 












32, 


24, 


34 


0 










82, 


24, 


43 


3483 










32, 


42, 


34 












32, 


42, 


48 







Von den 64 Kooibiuationen der Elementepaare haben wir hier nur 
di« Hilfta angafBlixt, die lUle Teranschanlidiead, wo du Element 1 in 
allen drn BSementepenren, in die es eingehen man, Tocnnstelit, oder in 
nar zweien derselben, oder in einem, oder in keineni. Aas dieaer angeführten 
Hälfte muss sich nBmlich die andre durch blosse Vei-tauschungen nnter den 
Elementen 2, 3, 4 im zweiten und dritten Viertel obiger Tafel ergeben. 

Hienach ist erkannt, dass ftür ft » 2, 3 oder 4 unser Satz Geltung 
besitzt Wir können daher den Beweis durch Schluss Ton^n auf n + 1 
antreten, und nehmen an, der Bata gelte bereiti fUr eine gewisse Aniahl 
TOn » — 1 sowie aneh von noch weniger Elementen (bis zu swden herab), 
um darzntiiun, daas er dann auch fEür n Elemente wird gelten müssen. 
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Zu dem Ende fassen wir den Fall in's Anf'»>, wo dus Element 1 in 
ä(— 0, i, 2, • • • « — 2) von den n — 1 Elemeutepaaren des Systems, in 
die es ©ingeht, voranstellt^ also in den = « — /i — 1 (= w — 1, « — 2, • • • 1) 
fibrigm Atnfoitstolit. Der Fall nlmlidi, wo es in aUen {h =)n — 1 Paaren 
voraastOnde, (in « ~ A — 1 » 0 solchen hintansteht), wSre jedeofiUls ein 
solcher (mit Stern zu markirender), in welehem dde YoFauaaetiiing dee 
Satzes nicht zutrifft. 

Für die Elemente 1, 2, 3, 9, 0, also n — 10, 11 — 1=9, 
n(n--i) _^^^ 2*6 „35 184372 0880^2, und «warft*- 5, « — A- 1 -4 

mögen die abstralcten Betrachtungen jeweils ▼eraneehaulicht werden. Hier 
sind etwa: 

13, 13, 14, 16, 16; 71, 81, 91, 01| 

die vor don ersten Stridw stehenden neuno too den 45 Elemeutepaaren, 

nnd hinter dem Striche haben wir uns — (« — 1) ^ 

hier 36, Elementcpaare zu denken. 

Es bedeute n irgend eines, sowie n' iigend ein anderes der h kmkr 1 
stehenden Slemmtey (hier S, 3, 4, 5, 6) und ähnlich 1 sowie 1' irgend 
eines der«» — A — 1 vor 1 stehenden (7, 8, 9, 0). So haben wir die 
Paare 

1% und 11. 

Nun ist klar, dass wenn hinter dem Stridie ein Slementepaar %l 
steht, der CyUns 

1k, %t, 11 oder 1»11 

vorliegen, unser Sata mithin als geltend erwiesen sein wird. 

Zu beweisen haben wir ihn demnach nur noch fDr den Fall, wo oBe 

aus cinom x und einem 1 zusammengesetzten Elementepaarc Kehrfolgen 1k 
sind. Mit dieser Vcmrassetzaag sind die h{n — h — 1) gleich 20 Elemente- 
paare der 

' 72, 73, 74, 75, 76 
82, 83, 84, 85, 86 
ii2, 93, 94, 95, 96 
02, 03, 04, 05, 06 

Tollhonnnen bestimmt; diese jedenfalls werden hinter dem Striche stehen, 

und können nur noch die gleich 10 Kombinationen der h Elemente 

% unter sich, sowie die — — - — ^ gleich 6 Kombinationen der 

«• — A — 1 » A Elemente 1 unter sich irgendwie (als Recht- oder Kehrfolgen) 

'fA-i) ig— 1) 

sich angesetzt finden — und zwar auf 2 ^ • 2 ' gleich 2'* 65636 

verschiedene Arten. 

In der That ist identisch: 

iHü-:^ _ , - 1 + A(« - » - 1) + + ^liLin-' K» 

Soeaepn, Algtlii» d«r I<«gik S. II. SC 
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oder n — h — 1 =Jc, n = h k -j- 1 eingesetzt: 

und lii. r: 15 - 0 + 20 -f 10 4- fi. 

Die Auswahl dci- also weiterhin noch hinler di-n Strich tn-tpHden 
Kieiuentepaare hat man sieb so getroUeu lu denken, dass von den f,Gegen- 
paaren*' und x'x resp. Ii' und A'A, die sich in den Hatm«i, als da 
and die 



• 23, 24, 25, 26 

32, • 34, 35, 36 

42, 43, . 45, 46 

52, 53, 54, • 56 

62, 63, 04, 05, • 



und die ^riUtf* : 



. 78, 79, 70 
87, • 89, 80 
97, 98, • 90 
07, 08, 09, • 



über die Diagonale sjnimeiriBch gegenfiberstehon, je immer nur eines ge- 
nommen ist. 

[Mit 1 — wäre leicht pedantisch zu zeigen — kann nun kein Oykius 
beginnen, tfan kann nSmlicii mittelst geeigneter Anshebang von Elemente- 
paaren TOn jedem 1% allerdings zu jedem 1»' in der „vweiten*^ lüttriie 
gelangen, und ebenso von jedem 11 zu jedem X'\ innerhalb der dritten — 

zwischen welchen beiden Mafn'zen, weil sie kein Element gemein liahen, nie 
ein Anschluss möglich ist. Also müsste man sich behufs Herstellung eines 
Anschlusses der „ersten^' Matrize bedienen, welche aber ein Ix mittelst 
ihres 1% nicht mit einem 11 su verbinden vermag. 

Zwisdim den Elem«itepaar«i der sweiten Matrize nnd solche Aus' 
hebu ngen möglich, bei denen ein Cyklus entsteht — wie 23, 34, 42, etc., 
und dergleichen mehr — aber auch solche Aushebungen sind möglich, bei 
denen keiner entsteht — wie z. B., wenn man alle Elementepaare, die 
oberhalb der Diagonale stehen, auswählte. 

Der Beweis muss sich hiernach dahin zuspitzen, dass gezeigt wird, 
wie tmter den Yoranssetsungen des Satses notwendig ans den Elementen 1 
der Akuten Matrise sidh Gyklen herstdlen lassen, wie immer man auch die 
Elenientepaare, jenen Voraussetzungen entsprechend, daselbst ausgewftldt 
denken, sie „ausheben" mag. Und dies gelingt unschwer wie folgt.] 

Es dürfen aus der dritten Matrize keinenfalles die Elementepaare 
sämtlich ausgehoben werden, die auf einer 2<eile beisammeDStehn; denn ist 1 
das in den Elamentepaarsn tSaam solehen Zeile voranstdiende ISIemfliit, so 
beginnen mit 1 erstens das Elementepaar 11, sweiteos die h Elemente- 
paare Xx der ersten Matrize und dritterä die Z; — 1 = n — Ä — 2 Elemente- 
paare kl' der gedachten Zeile in unsrer dritten Matrize, sonach im Ganzen 
alle 1 h -\- (n ~ h — 2) = »? — 1 Eleraentepaare, welche 1 überhaupt 
enth<alten — entgegen den Voraussetzungen unsres Satzes. 

Nunmehr mögen wir von allem übrigen absehen und unsre Aufmerksamkeit 

gans auf die dritte 3l[atrize konsentriren. Wurd wieder n — h ^ t 

(k 1) 

genannt, so sind von den kQ: — l) Elementepaareu kl' in derselben - ^ — - 

so auszuheben, dass alle Kombinationen ihrer k Elemente X (oder 7, 8, 9, 0) 
je einmal vertreten sind, in den ausgebobenen jedoch keines der Elemente 
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durchweg (überall wo es vorkoiuiut) voranstebt. Mithin treffen für diese 
ausgchobeneo Elcmcntepaare die Voraussetzungen unsres Satzes zu, und 
da k <in ist, so gilt laut Annahme der Satz bereits für diese, d. h. es 
muss sich innerhalb der ausgehobnen Elementepaare ein Cjklus aus solchen 
herstellen lassen (q. e. d.). 

Eine Ausnahme scheinen indes die Fälle k =^ 1 und A; = 2 zu bilden, 
wo solcher Cyklus gar nicht existirte. Da dann aber auch die Voraus- 
setzungen des Satzes nicht mehr realisirbar sein werden, so fällt der Fall 
sicher unter die Klasse der mit Stern zu markirenden Aushebungen oder 
Systeme. 

Für k=2 nSmlich — wo noch • • • 18, dann aber 91, Ol vor dem 
Striche steht, reduzirt sich unsere dritte Matrize zu dem Schema: 

•90 
09- 

und muss man von den beiden Paaren 90 und 09 das eine haben, sonach 
gewiss die sämtlichen aus rincr Zeile dieser Matrize: wählt man das 
erstere, so wird das Element 9, das letztere, so wird 0 durchweg voran- 
stehen — im Einklang mit der schon allgemein geführten Überlegung. 

Ebensowenig bildet der Fall k = 1 eine Ausnahme, wenn in ihm auch 
die bisherige Beweisführung sich ein wenig modifizirt. Hier sind die das 
Element 1 enthaltenden Paare, oder es stehn vor dem Striche: 12, 13, ••• 19; 
Ol; eine „dritte" Matrize existirt hier gar nicht, und die zweite reduziii, 
sich zu der einen Zeile: | 02, 03, • • ■ 09 |, woraus bereits zu ersehen, dass 
jetzt das Element 0 durchweg voransteht — entgegen den Voraussetzungen 
des Satzes. • 

Der Satz ist also völlig bewiesen. 

Da leicht zu sehen, dass ein Cyklus — wie 12, 23, 31 — wieder 
ein solcher wird, m. a. W. ein solcher bleibt (13, 32, 21), wenn alle Paare 
rückwärts gelesen werden, so steht natürlich dem Satze noch ein zweiter 
vom selben Wortlaut gegenüber, in welchem nur statt „voran-" jetzt 
„hintan-" gesagt ist; und dessen Geltung wird ans der des vorigen mit- 
folgen, indem man, wie angedeutet, rückwärts liest. 

Die Frage, inwieweit die Sätze umkehrbar sind, sowie vielleicht von 
Elementepaarcn auf Eleroentetripel etc. sich ausdehnen lassen, empfehlen 
wir dem Leser zu fernerer Prüfung. 
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Kempe'a ZuBammeniiang des idoutischen KalkulB mit der Geometrie 

der liSge. 

Mit diesem Anhang gebe ich üher das dem ersten Band beigegebeae 
Inhaltsverzeichniss des zweiten Bandes hiiiatis, da die Arbeit des Herrn 
Kempe* erst seitdem hinzugekommen ist, und iib mir vorgeDommen hatte, 
die Literatur vollstilndig zn berücksichtigen. Diese Arbeit, betitelt: Übtr 
die Beziehung ewisihen der logtsdicti Theorie der KUisscn und der geometrischen 
i%eorie der PutUitef ist so dnrcliatts eigenartig und eröffnet so mericwQrdige 
Aasblicke, dass sie niebt blos nebenber, etwa in der Seblnssbetrachtuig 
unserer letzten Vorlesung noch besprochen werden konnte, sondern dass 
vielmehr derselben ein besondres Kapitel gewidmet werden mnss. 

Es bandelt sich am den Nacbweis, dass und wie die ,,synthctische^ 

oder „projektive'' Geometrie, die „geometria situs^' mittelst identischen 

Bechnens begründet werden kann. Aus solch inniger Yedbindong 

zwischen zwei hochwichtigen und anscheinend völlig auseinander 

liegenden Forscbung^ebieten entspringt einesteils zuletzt eine gewif^se 

erweiterte Auffassung der geometria situs, während andemteüs auch 

der identische Kalkül, anf ganz «parte Grundlagen gestellt, in neuem 

Lichte ers<^eint 

Wollten wir uns dem Gedankengang- der Kern pe' sehen Arbeit völlig 
anscbliessen , so bliebe uns bei der konxisen Barstiellungsweise derselben 
wesentlich fast nur die Auf^'-abe getreuer Reproduktion bezw. Übei^tziiag. 
Behufs schnellerer Einführung in Kempe's Terminulugie ziehe ich indessen 
▼or, den Weg als einen Hinweg eiasmeblagen, weleben Kempe Ton seinen 
originellen Betraditnngen aus sorasagen als Bfickweg geht 

Die Theorie entspringt aas der Wabtnehmiing einer weitgehenden 
Analogie gewisser zusammengesetster Relationen unseres identischen 
EaUnils mit der Beriehung der KoBmeariiäi von Punkten (im Räume), 
d. h. mit ihrer etwa TOxUegeuden Eigensehafl, tusammen in gerader 
Lhne mu Uegm, imd beruht auf dem Nachweise der Identität formaler 
Grundgesetze ftlr beiderlei Rdationen — bei Zngmndeleguug einer ge- 
eigneten Beaeiehnuiig. 
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Wir verstellen unter den Buchstaben a, b, c, • • wie früher Ge- 
biete einer gewöhnlichen Mannigfaltigkeit, oder etwa auch Klassen, 
nennen dieselben aber nun „Elemente" (der Rechnung) — „entities" of 
the System — . 

a) Eine zusammengesetzte Operation des identischen Kalküls, 
welche drei Elemente symmetrisch verknüpft, möge mittelst eckiger 
Klammern durch das Symbol [abc] dargestellt und wie folgt definirt 
werden: 

k 50. [a&c] = ab + ac + bc = (a + b)(a + c){b + c). 

Die ChiflFren der Kerape' sehen Sätze — „scctions" oder „paragraphs" — 
citire ich mit ^. Dieselben gehen bis 158. 

Dass nämlich die beiden letzten Ausdrücke übereinstimmen, wurde 

in § 18, <p), Bd. 1 S. 38.*5 nachgewiesen. Unsere Operation ist also nicht 

nur, wie gesagt, symmetriscii, so dass 

fi 13. [abc] = [acb] = [bca] = \bac] =» [cab] = [c6a] 

und die Ordnung der Elemente stets unwesentlich („immaterial") ist, 
sondern sie ist auch zu sich selbst dual. 

Und femer begreift sin die beiden direkten Operationen, die identische 
Multiplikation sowie die Addition, als Spezialfälle unter sich, indem er- 
sichtlichermassen ist: 

St 40. [abO] = ab [abl]=^a + b Ä 42. 

ß) Von dieser Operation die formalen Eigenschaften nachzuweisen: 

ß 14. [aba] = a oder [abb] = b, 

ß 18. [ab[acd]] = [ad[abc]] = [ac[abd]], 

k 10. [[abc][abd]e] = [ablcde]] = [[abc][abd\[abe]], 5? 17. 

St 19. [ab[abc]] = [abc], 

wäre nur eine leichte Rechenübung. — 

Ebenso leuchten unmittelbar ein die Sätze: 

ß 22. [aab,] = a, [aba^] = b Ä 36. 

Ä37. I [abcl = [a,b,c;] 

ß 25. ([abc,] = c) = (a = 6 = c). 

y) Kempe bezeichnet auch mittelst gescJnceifter Klammern: 
Ä 35. . [abc,] = [ab, c] 

und nennt diesen Ausdruck eine „unjsymmetrical resultant" im Gegen- 
satz zur „symmetrica! resultant" [r/6c]. Mit dieser Verwendung des 
Namens „Resultante" vermag ich mich nicht zu befreunden, da sie 
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gegen den allgemeinen Gebrancli yerstf^sst, gemäss welchem wir unter 
diesem Namen eine als Eliminationsergebniss gewonnene Itclation ver- 
stehen, nicht aber einen Ausdruck, der eine Klasse (Element, entity ) ist 
Ich werde, falls ich des Namens bedarf, kurzweg ,,Erzcuf/niss" sagen. 

Abgesehen hievoD, suwie von unwesentlichen Ausserliehkeiten, — wie 
die, daas Herr Kempe die Negation von a mit a* beseiduet, die 
identische Null (zero) mit die Dina abo mit die Qleichnng {ah — 0) 
mit (a * &), die SnbCQmtion a^b aber, gleidswie Robert Grassmann, 

mit r7 < 6, — w8hr<»Tvl Hoch das Snbsiimtionszeichen ^ ilein Zeichen ^ 
entspricht, — abgesehen hievon kann ich mich fast durchweg Kempe's 
Bezeichnungs- und Benennungsweiseu auschliessen. 

d) Der liegriff des „unsymmetrischen Erzeugnisses" \ab, c] wird 

fernerhin unter ß 28 von dreien auf beliebig viele Ojierationsglieder 

ausgedehnt, auf Grund der W^ahmehmung, welche wesentlich auf obigen 

Satz Ä 18 hinausläuft, dass 

& 28. { [ab, d\c, [ac, d]b, d\ = { {bc, dla, d), 

wonacb der Obereinatimiiieiide Wert dieser drei AnsdrOcke denn mit 

{abc, d] 

bezeichnet werden nia}?, und in diesem Syuibul die Heihenfolge der ilrei 
Bachstaben b, c belanglos sein wird. Der Wert des Ausdrucks ist 

{abc, d } = abc + (a + ^ + G)d^ abcd + {a + b + c)d,. 
Ferner mögen wir definiren 

{ahed, e) = ( {abc, e]d, c] aheä + (a + h e -\- d)(\, 

wo wieder in {ahcd, e) die Ordnuntr der vier Elemente a, h, c, d 
glciciigHltig sein wird, - und allj^ernein rekurrireud den in Be;&ag auf 
a, b,...v, w, X, y s^mmeinschen Ausdruck 

= ab,.. wxff + (a+b +...,+ x■\^ff)g^, 

Der hier vollzogene Schlnss von n anf n+1 Elem«itef — der mir 

bei Herrn Kenipc nicht genügend markirt zu sein scheint, — ist folgender: 
Nachdem die Vertauschbarkeit der drei Elemente a, e in [abc^ t] 
nach St 28 I 

I [abf e\c, js] ( (ac, g\bt e] » (afrc, t] 

erkannt ist» m5ge dieselbe nan TonmBgesetit werden für 4, 5, 6, ... n^-l, 
bis fi Elemente o, x, s. B. 

{ {ab.,.Vy <} g] { {ab.,.Wy ir) — . . . » {a6...«w, g\ — CT, 

wo das Zeichen U nur zur Abkürzung dient, und 

{ UXf m]'^ { {ab...w, g\Xy m] |ad...io«, g] 
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wird. Dann hat man auch für ein weiteres (« + l)tes Element y noch bei 
nur n Elementen vor dem Komma — 

j Uyy z\ = { {06. ..MS z\y, e) ^[ah...wy, t\, 

und nach $28 

[{Ux, z]y, z] = \{ Uy, z}x, z] = {Uxy, z], 

oder 

{ [ab...wx^ zjy, z] — [ [ab... ir y, z}x^ z] q. e. d. 

Im Gegensatz zu dem „unsymmetrischen" scheint sich das „symmetrische 
Erzeugniss" nicht von drei Elementen auf beliebig viele als solches be- 
grifFlich ausdehnen zu lassen. Vergl. schon Bd. 1, S. 383. 

a) Die Bedeutung des symmetrischen Erzeugnisses [ahc\ versinn- 
lich t für die Kreise a, c die Figur 34, in welcher dasselbe schraffirt 





erscheint; ebenso die des unsymmetrischen Erzeugnisses {ah, c] oder 
[abc^] die Figur 35; und für vier Elemente [abc,d} die Figur 36. 

5) Die Gleichung 

ahc + a^h^c^ = 0 

ist eine bemerkenswerte, ebenfalls symme- 
trische Relation zwischen drei Elementen, 
— der wir schon bei den „symmetrisch- 
allgemeinen Lösungen" in § 24 (Bd. 1, 
S. 512) sowie am Schluss des Anhangs 6 
eingehende Betrachtungen gewidmet. Sie 
möge nach Kempe dargestellt werden durch 
das zwischen Punkte • gesetzte Symbol ahc: 

{'abc') = {ahc + o,6,c, = 0). 

Statt: es gilt (oder „wir haben") ahc-, wollen wir auch sagen: «, h 
und c bilden eine „ohicrscf' Triade. 




1}) Enetsl man in dieier da« Element e dtnreh so rerliert 8» 
die Symmeirie in Hineieht der diei Elemente h, e und Heibt nur 
noch symmetrisch beKflglich der heiden läemente a und h» Die so 
gewonnene Relation soll gemäss Eempe durch ein neues Symbol ah'e 

(a6-c) = {'abc,') 

dargestellt werden, — welches wir im Bedar&falie auch in runde Klammem 

Bchliessen. 

Die Relation lässt sidi auch in eine Doppelsubsumtion mit dem 
Mittelgliede e umsehreiben: 

('ahe,') (ahe, + 0) — («6 *^ c =^ a + ft) »• (ah'e) — (6a*c). 

Zur Veranschaulich ung der Relation dient die Figur 37, Ä 105. 

Im Gegensatz zu den oben be- 
trachteten Klasücnaj mholen oder „Ele- 
menten" [abc] und {ab, c] usw, werden 
2, ako Bowol abc als ab c Aussagen- 
Symbole sein. 

Herr Kempe pflegt die Relation 
ab'C zu umsclireiben mit den Worten 
„we have ab'C"f oder mit dem Satze: 
a, b und c bilden eine .Jmeare" Triade 
mit a und h als „evcu memln is" und c als dem „odd member", — wo- 
gegen uiu^nes Erarlitens pusBeuder umgekehrt a und h als die ungeraden 
(oder äuss ren, extrejin ui und c als das gerade (umere, Zwischen-) 
Glied liuii^estellt würden. 

Diese Relation ab c zwischen den Elonipntcu einer linearen Triade 
ist nmi der Ausgangspunkt der Thfone Kenipe's. Er bildet es zu 
einer Virtno?^ität aus, ganz und gar m Hoicben Relationen zu denken 
und, indem er filr sit- eine Anzahl von Gresetzen uxmmatiscb aufstellt, 
mittelst linearer Tnadeubildunr^ nües An(iere zu detiniren und zu be- 
weisen. Die Auswabl gerade dieser Relation erscbeint als ein geniales 
Aperyu, welches ahnen lässt, dass der identieche Kalkül eine Fundgrube 
auch noch fOr andere Theorien verschiedensten Charakters bilden wird. 

0') Es sind nun znnäcbst Herrn Kenipe a formale „Gesetze" Ton 
unserem Ausgangspunkte aus zu beweisen. In der Zeichensprache 
lauten diese Gesetze übersichtlich wie folgt: 

»Uw I« (<*P'^)(cp'd) ^ £iad'q)(be'q) 

„Lkw II«. (ah'p){cp ■ d) =^ 2.'(ag • rf)(6c • q) 
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^aw ni''. (ah' c)(a « ft) =4 (a = 6 = c), 

oder (rt n ' h) ^ (a = Ii) 
„Lkw m (a — 6) ^ n(ae h)(p€ a), 

oder kürzer (a b-a) = i, 

— woza zu bemerken ist, dasB in den beiden letzten Gesetzen das 
SubsamtionaKeichen als ein auch umgekehrt; gflltiges in ein Gleicbheite- 
leicben Terwandelt werden dflrfte. 

*) Du erste Oeeeta Teisicbert, daes bei ^icbseitigem Bestehen 
der beiden linearen Triaden ap'b und ep'd immer ein Element q 
geben ifiid derart, daas aneh ad*q und hc*q als lineare Triaden be- 
stehen. 

Der Beweis dieses Gresetzes konnte geleistet werden, indem wir 
unter der Yorausaetznng, welche ausführlich geschrieben lautet: 

{aph, + ö,p,6 = Uj {^cpd^ + e^p^d — 0) 

oder wegen Th. 24^) 

(ab, + cd,)p + (o,fc + e,d)p, = 0, 

ein Element q angaben, wel<^es auch die Behauptung 

(adq^ + a,(i,2 = 0) (bcq, + b^c^q = 0) 

oder 

(«, d, + 6, 0 g + (arf + 6c) j , - 0 

nachweislich erfüllt. 

£io solches gibt Herr Kempe an in der Gestalt: 

q [^üd + bc) w + (<i + d) (6 4- c) M,, 

worin u ein arbiträres Element vorstellt, und macht die Probe mittelst Ein- 
setzung des Wertes von q in die Thesis unter Berücksichtigung der Relation 
zwischen rr, ?>, f, rf, welche aus der Hypothesis durch Elimination von p fließt. 
Dieses Element q ist aber uiclits audereü, als die regelrechte Auflösung der 
behaupteten Gleiebung nach eben dieser Unbekannten, und erfllllt diese 
Gleichung also aicher, wofern letztere nur Oberhaupt auflösbar ist Wir 
können darum Kempers HecbnuDg hier sparen und brauchen blos das 
Bestehen dieser Auflösbarkeit, unserer „Valenzbedingung" für auf Grund 
der Pr&misse naclr/.usehen. 

Am liesien beschränkt man sich darauf, zu zeiefn, wie die Pra- 

misseiiti;l(?ichung die Existenz einer Wurzel q der behauptftt n (iloiclu.n^ 

garantirt, das b^ isst: zu zeigen, dass die lieaultanto der l^linutiation von 

p aus jener iiüch^i« li/.ieht die Resultante der Eliminatuin von q aus 

dieser. Da aber ia der Thai Gleichheit der beiden Besultauten-Poljnome; 

(ah, + crf,) (afi + e,d) — (a,d, + + he) : : ... r* 
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ids analytische Formel besteht, indem die beiden Seiten dnreh Ans* 
rndtipUziren fibereinstimmend »of 

hinaiiblaufeu, so wird mit der einen Seite auch zugleich die andere 
verschwinden, q. e. d. 

x) Wir fr^en noch, — Kern pe 's Theorie vervollständigend, — 
wann das dem Law I (^oder dann auch dem Law II) genügende q ein 
eindeutig bestimmtes Element (oder Ivlassensymbol) sein wird, m. a. 
W. unter welchen Bedingungen es gerade nur ein hes q geben wird. 

Die Antwort ist aus Bd. 1 S. 4G3 zu entn^-limen, und lautet dar- 
nach wie folgt: nur ein q wird es geben, falls die Koeffizienten von 
und ^, N^^tionen vou eiuander sind, also (für Law 1) falls 

a,d, + b^e^ — (ad + be)„ 

(somit jeder Ton beiden ein solcher Auedmck iet^ deesen Negation da> 
durch entsteht^ dase man die ihn maammeneetEenden ein&chen Symbole 
durchweg einaeln negirt.) Und der fingliche Wert Ton q iat dann: 

q ^ ad + be. 

Bringt man obige Bedingung hiefÜr rechts auf 0, so wird sie lauten: 
(ad-^be) (a, d, + b^ <?,) + (a + (6 + c) (o, + d,) (6, + 0 

oder 

abc^d^ + a^b^cd + acb^d^ + a^c^bd + adb^c, + a,d,bc = 0; 

in einer weiter unten zu b^rtlndenden Symbolik Kempe's wird die- 
selbe Sick deehalb darstellen als das Produkt von drei Aussagen: 

(ab ' ed) (ae*bd) (ad'be), 

deren letzte (ad ' bc) allein durch die Prümissen dea Law 1 als gültig 
garantirt war. 

Hiezu folgen weitere Austühmngen am bciilusse dieses Anhanges, 
S. 589 «. 

X) Behufs Beweises Ton Law II ist ebenso su zeigen, dass unter 
der Voraussetsung 

(abp^ + a^b^p = 0) {cpd^ + c^p^d = 0) 

^^^"^ («, 6, + cd,) j» + (ad -l-f,<l)i», — 0 

auch die Bebauptong 

(agd, + a,ä,rf — 0) (6c2, + b^c^q = 0) 

oder 

(ad, + b,e,)q + (a,d + be)q,'^0 

tjlurcU, gewisse g erfüllbar ist. 



Digitized by Google 



Kempe*a ZuamtDeiihaiig de» identiielien Kalkob mit der Geometrie der liftge. 571 

£b folgt dies in der Th&i aus 

(a^b^ + cd,) (ab + e^d) — (ad, + i,c,) {a,d + 6c), 

worm beide Seiten aaf 

hinaiulaufen, und das Verschwinden der linken Seite also auch das 
der rechten nach sich ziehen wird. 

Die fragliclien q erhält man hienacli leicht durch Auflösen der 
vorhergehenden Gleichung luicii q, oder auck durch Vertauschvmg vou 
a mit rt, in der Lösung der für Law I behandelten Glrichujig. 

ft) Aus den Beweisen dieser beiden Gesetze geht uul' den ersten 
Blick hervor, dass ebenso auch umgekehrt gilt: 

(ad'q)(bc'q)^£iap'b)(cp'd), (aq d)(bc q)^£(ab'p)(cp d), 

p p 

Die letztere Umkehrunt? deckt sich, wie Vertauschung von a mite 

und p mit q xc'iirt, mit Law II selber. Dagegen stallt die erstere, 

(durch Vertauschung von h mit ä und voii p mit q) geschrieben als 

(ab'p) (cd'p) 2:(aq'd)(crb) 

ein den beiden vorigen analoges „Law" (Gesetz) vor, welches 
Herr Kempe nicht erwähnt. 

Wie ebenfalls aus dem Nachweis sofort < ! heilt, würden übrigens 
diese Gesetze alle drei sich auch symmetrischer als Gleichungen 
schreiben lassen: 

Geiets L £(ap b) (ep d) — £(ad'q) (be q) 

P 9 

Gesetz II. 2; (ak p) (cp • d) = 2; (a^ rf) (6c * q). 

(Vergleiche unten Seite 587 f.) 

v) Der Beweis zu Law III ergibt sich unmittelbar, indem man 
in der Definition von ah ' c von der Voraussetzung a = b Gebrauch 
macht, wodurch sie fibergeht in a =^ a oder c = a. 

Endlich der Beweis von Law IV ist ebenso naheliegend, indem 
für a — h bei beliebigem c 

{ac'b)^(ac'a) » (pc'd) = (ac=^ a=^a + e) = i 
wird, n&mlich nach Th. 6) identiBch gili 

o) Sind in einer obTersen Triade 'ahe* xivei Elemente einander 
gleichy I. B. so kommt die Anssage auf die mit 'ah* za beaeich- 
nende Qab ) = ( ahh ) — (• aab ) -= (ab +a,6,— 0)— (a— 6,) — (6— 
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hinaus. Alle drei Elemente können nicht cinamJer gleich sein, weil die 
Aussage a = o, absurd ist, — ß 33, 77. Die obvcrse Triade ver- 
hält sich also in dieser Hinsicht ebenso, wie schon das „obvcrse Paar"' 
(Dyadc) a, — so nennt kempe ein Element und seine Nei^ation; — 
domi haben wir damit die obverse Dyade 'ah' definirt als eiu Elemente- 
paar «, h, für welches 6 = a, gilt, so dass also in der Tbat stets 'a«,* 
identisch ist, so kann auch hier h nicht gleich a sein, wenn 'ab' gilt 
Die „obverse Momd<f* a', d. i. die Aussage: 

(• a •) (a + a, « ü) — (1 « 0) 

wire hienach ein Symbol der AbBurdiiai 

Die Wahmehmimg obiger Analogie bildete das Motiv zu Eempe's 
Benemning obvenpr Elementesysteme. Den Begriff nämlich auf beliebig 
Tiele Elemente auBzndebnen, liegt nahe: 

x) So soll gesagt werden, die Elemente a, h, c, d bildeten eine 
obverae Tetrode, oder es gelte 'ahed*, wenn die Bedingung erf&llt ist: 

(• aheä « (ahcd + a^ 6, c, d, = 0) 

— St 79; — diese redazirt sich auf eine obverse Triade, wenn zwei 
Ton den yicr Elementen lusammenfallen, z. B. d « c, und auf eine 
obTorse Dyade ab', wenn d=^e^h ist Alle vier Elemente aber 
können konsisienterweise nicht in eines znsammenfaUen. 
Allgemein definiren wir mit 

St 80. (* ahe ... p') (^^^ ...l> + ay&,c, ... j», 0) 

ein „obvcrses System von irgend wieviel Elementen** („obverse collection") 
und haben neben der Symmetrie desselben in Hinsicht seiner samt 
liehen Elemente augenscheinlich 

St 81. (• abc ... j> *) = (• <i,6,Cg ... i>, *). 

q) Stellt P die Elementeznsammenstellnng abe ...p TOr, so gilt f&r 
ein b^ebiges weiteres Element wie leicht zu sehen: 

{'P )=^{'Pß') sowie ( PjBi )(-Pif,-)=^( P ), 

zwei Satze (|,Law A und yon St 92), die sich in den einen zu- 
sammenziehen lassen: 

«82. (P^OCP«,) — (P). 

0) Die analoge Begriffserweitemng auf irgendwieriel Elemente soll 
nun auch fllr die Hnearc Triade vollzogen werden, und zwar soll das 
Ergebniss — aus gegen Ende hervortretenden Gründen — ein fiadtes 
System Ton Elementen d^flat coUection'O genannt werden. 
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Sind a,h,,.» m und |», 9, ... 2 ifgendwieyiel Elaniante, so soll in 
der QUidiiuig 

(ah ,..m'pq ...x)^(ab ,,.mp,q, ...x, + a ... m,pg ... » 0) 

das Symbol linkerhand uns die Aussage rechts vertreten; und wenn 
letztere erfüllt ist, soll „' sagt werden, die im ersteren Torkommeuden 
Elemente bilden ein „flaches System". 

Bei einem aolcheu werden zwei Elemente unter sich vertauschbar 
sein, wenn sie beide vor uicr beide hinter dem erhöhten Punkt stehen. 
Au eh können die beiden durch den Punkt getr.nntpii Kl» luentegruppeu 
ihre Stellung wechseln Und femer kann num für alle Elemente 
durchweg ilire Negationen setzen; bilden erstere ein flaches Sjstem, 
80 auch letztere. 

Die Elemente der einen Gruppe (vor dem Punkt) eines fluchen 
Systems bilden mit den negirteu ÜUementen der andern (hinter dem 
Punkt) ein obTerses System 

{ah ... m 'pq ... «) {'ah ... mp,9, ... sß^ ') (• a,6, ... mj^q ... «*)* 
x) Es entiprecheii mch die Identit&toi (yergL 0) 

(•o&-) = (« = ^) (afe) = (a==fe), t89. 

wahrend (a'a,) »= ( a ) absurd ist. Dagegen gilt identisch für beliebige 
Elemente e wid a die lineare Triade Mß^'a, St 30, welche sich aoletst 
auf das obrerfle Paar redndrt: 

(j» j, • ä) — • (MM^a^ + jTiP,« — ff, — 0) = (• mm, ') = 1. 

Und die unter p) aufgestellte Identität ^ 82 

(• Pz •) (• Ps, •) = (• P • j = (• Ps •) (P • 

liest sich jetzt dahin erweitem, dass wenn mit P und R swei Elemente- 
Zusammenstellungen bezeichnet sind, welche kein gemeinsames BUement 
besitzen, und mit q ein weiteres weder in P noch in 12 yorkommendes 
Element, 

(P'E)^iPq H){P qli), 

Ä87. {F Ji)^iPqH), (P-i2)-^(PfliJ). 

Einfisehe Fftlle sind: 

irt 7. (a*c) — (ac, + a,c = afcc, + a^b^c + ab^c^ + o,fcc = 0) =- 
«= {ab c) (a* 6c), 
(ab • e) [ahce) {ab cc) {abcd' e)(nbc' de)(ahä'ce)(ab'ede)t 
(a'e)— (aft'c) (a'be) (abce) (ab'ce) (ac be) (a bce) =- 

^(abcd't) (abcdc) (abd'C€)(ab'rde)(ncd' be){ac-bde)(adbc€){a'bcde), 
— (4 • c) (3 • de) (,3 . ce) (3 ' de) (a6 ■ 3) (ac • 3) (ad • 3) (a • 4), 



Digitized by Google 



574 



AnluMig 6. 



usw., wobei in der letzten Zeile die Elemente einerseits des Trf^nnungs- 
puuktes nur durch ihre Anzahl angedeutet sind, — eiue Abkürzung, die 
jedenfalls dann stets ohne weiteres anwendbar ist, wenn die ersten auf- 
emanderfolgeiideii Baehstaben des Alphabets von a an all ElementeseidMii 
geiKmuneii sind. — Man eiefat, data eioe derartige Zerlegung eines flachen 
Systems in ein Produkt aus ebensolchen mit mehr Gliedern auf die ^ntr 
Wicklung" dps Polynoms einer (rechts auf Null gebrachten) Gleichung nach 
einem oder niolireren nicht dunn vorkommenden Symbolen biimuskommt. — 
In den Faktoren, z. B. von ab e^ erscheinen die durch deu Punkt getrount^n 
Elemente des Bwdnkl» üh'€ Dbesall ebenlMlt getremiti wVhieiid die übrigen 
neu hezeinkoiiimaiden Elemente in jedw mOgliohen yerteüirag yot vnd 
hinter dem Punkt auftreten* 

Ii) Wenn a, h, e nnd ä ein flacliet Syrtem bilden, eo moss dieaea 
oifenbar einem der beiden folgenden Typen von Tier xeep. drei Fonnen 
angehören (St 86): 



Ebenso sind alle möglichen Formen eines fOnfgliedrigen flachen 
Systems ans den Elementen h, r, d, e enthalten unter zwei Typen 
Ton fünf und von zehn Formen: (mit der oben erläuterten Abkürzung) 



Ähnlich bei mehr Elementen. 

q>) Durch erhöhte Punkte zwischen je zweien Ton irgendwieTiel 
Elementen soll angedeutet werden, dass diese Elemente ein flaches System 
bilden, ohne dass zugjleich bekannt sein soll, welche von den möglichen 
Formen diesem flachen Systeme zukommt, oder welche Elemente Tor, 
welche hinter den Trennungsponki treten. So ist also in 



das Symbol linkb aussagenreclmensch detiuirt als die AltematiTe 
zwischen deu drei Aussagen rechts. 

TrifiPt diese Alternativo zu, eo foll gesagt werden, die Elemente 
a. h, c seien ki^inear oder lägai in ff^aäer Linie, bildeten ein gerad- 
litwjes System. 

Analog definireu wir 



(a • &• c rf) = (a • 3) + (ft • 3) + (c • 3) + (rf • 3)+(a6-2)+(ac- 2)-\-{ad' 2) 



a*hed 
h*aed 

ä'dbe 



erster Typus, 



ah' cd 

ac kl zweiter Typns. 
ad'be 



a'4 5*4 e'4 d'4 e*4 erster Typus, 




zweiter Typus. 



(a*b'c) = {ab'e) + (ach) + (bca) 
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und sagen, wenn die Alternfttive sntrifft, die Elemente a, h, c, d 
seiea hopUmar, lägen in einer Ebene oder bildeten ein ebenes Sffsiem. 

ünd 80 weiter fOr noch mehr Elemente^ indem man das System 
bei illnf Elementen ein raumlidies (ßkr den gewdhiilichen „flacheii^ 
oder Euklidiselien Raum von drei Dimensionen), bei n Elementen eine 
fiadte MmmgfaltigkeH vm n — J9 IHmen^onen wmum wird. 

Ans t). St 87 ergibt sich hier z. B. 

Ä 88. (a b'c)=^{a'b c'd) 

für jedes beliebige m a, h, c hinzntaretende Element d. 

x) Systeme, die entweder obverse oder flache sind, nennt Kempe 
90) endlich „bedingte System^* („restricted coUecüons'^X wendet da- 
fQr die wie folgt definirten Symbole aa: 
St 91, 92. ( a-ft •) — (0-5) + ( ab ), — (a — &) + (a — ftj 
Ä91, 93. ( « d e ) — (a 5 <?) + Ca6« ) 

St 91. ('a'b'e'd')^(a'h'e'd)'i'('abed'), 

usw., und hebt hervor, dass man einem solchen Symbole noch ein 
beliebiges Element (mit erhöhtem Schlusspunkt) zufügen darf, z. B. 

Ä 94 (;a'h-c'd')'^(-a h c d ß-), 

sowie St 9b, dass man in einem bedingten System irgend welche 
Elemente durch ihre Negationen ersetsen darf nnd stets ein bedingtes 
System behalten wird. 

Damit sind wir vom identischen Kalkül aus mit f^er!ii<^sttT Mühe 
in die Symbolik Kcmpp's eingedrungen. Es erübrigt nuniin lir, seinen 
Gedankengang uiitor Benutzung dieser Symbolik darzulegen, um hierauf 
snr Anwendung auf die projektive Geometrie überzugehen.*) 



Es wird snnäehst die lineare Triade ab'c definirt ledig^ch als 
ZnsammensteUnng dreier ElementCi symmetrisch besfl^ch sweier a 
nnd b, der „geraden^ Glieder, wfthiend das dritte e das j,nngerade* heissi 
Alle formalen Eigensdiaflen dieser linearen Triaden nnd anch aller 
anderen Beiiehnngen nnd Ansdrfleke, welche wir oben mittelst des 
identischen KaUcnls definirt und untenracht haben, werden dann ans- 
schliesslieh gegründet auf die axiomatisch an die Spiiae gestellten 
Ornndgesetae oder Laws I bis lY, wel^ oben nnter ^) erlftntert sind, 
(nebst noch awei weiteren spater an erwfihnenden). 

*} Mit dieser Ankflndignng bricht daa SchrOder'sehe Manuskript ab. Es 
folgeu hier atgäuseode AasfOhraiigen des Heraiug«beni. 
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WUhr»'nfl diese vier ersten Grundgesetze tistst tzen, was aus der 
Übereinstimmimg zweier Klenu iite zwischen zwei linearen Triaden, 
bezw. innerhalb einer eirizigen zu schliessen ist, werden hieran« 711 
nächst die Ergebniaae aus zwei und drei Triaden mit mehr als emeui 
gemeinsamen Eiemeat hergtdoitet: 



^ 7. (flc • 6) (6c n) =. (fl = b) (veigl oben t) 

St 8. {ah'c) (hc'd) — (ah'd)(ad'e) 

St 9. Iah e) lah'd)(ed'e) ^ (ah e) 

St 10. (ah ' (0 (ace) (de h) (cd- h) 

Ä 11. («6 'd){ae'it) \hc'e)=^ (ae ' d). 



Zur Btistütiguiig dieser Siily.e wird man wol am einfachst 011 , ähnlich 
wie schon oben in iUr 7, jede Triade nach allen im Satz vorkummeudea 
Slementen gemftss x) entwidcelD, wonach man s. B in 8 links und redits 
des Oleichheitszeicliena dieselben Tier EntwicklimgB&ktoren 

{ahd c) {ab- cd) (ahe'd) (ad* he) 

erhält, während — für Ä 9 — von den vier Entwicklungsfaktoren des 
Subsumtiousprudi kats 

(ab- e) = (4 • e) (3 ce) (3 • de) (ab ' 3) 

offenbar ]eäer in der Entwictdung wonigstens einer der drei Subjekt-Triaden 
vorkommt: 

{ah'e)'^(3'ee)(ah*d)y (ah' d) -^(3- de) (ah' 3), (ed' e) '^(i' e)\ 
usw. 

Diese fünf Theoreme St 7 — 11 nebst den Voraussetzung«-!! Law I — IV 
genügen nun zum Nachweis folgender Thatsachrai: Eiu Element x ist 
vermöge des Zusamraenbestehens der drei linearen Triaden ab'x, he x, 
ca' X in eindeutig bestimmter Weise abhängig von a, h und c, und 

zwai- liat diese Funktion x gerade diejenigen Eigenschaften, welclif 
wir unter u) und ß dem Ausdruck afc + 6c + ca, dem „symmetrischen 
Er/eugniss" \(l}>c\ zuzuschreiben hatten (it 12—19). Desgleichen wird 
sodann eine andere Funktion y von a, h, c, das „unsymmetrische 
Triadeu-Erzeugniss" ^ = {a&, c|, durch die ^gleichzeitig besiehenden 
Triaden ab y, cy a, cyh definirt und diskuurt. 
Bestätigend rechuet man leicht nach: 

(üh-at)ipc-x)(ca'x) -= { {a^h^ + h^c^ + c,ö,)ar + (ab + 6c + ca)«, = 0 j 

= {La6cJ,« + [a6c>,«0}, 

worin die Koeffizienten von x und Xegaiionen (oder „obvers", vefgL 
oben 0)) zu einander sind; es folgt daher (nach Bd. 1, Seite 463) 

» — [abe\ «6 + 6c + ca. Usw. 
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Das imsymnietrische Erzeugniss, begrifflich ausgedehnt auf beliebig 
riele Argunieute wie oben in d), dient nunmehr auch zur Einführung 
der Negation eines Elementes des „obversen^' zu b, und zwar, 
wenn unter a, c, - - ■ y, g aüe Elemente des Systems oder Denk- 
bereiches Tenianden werden, woninter m ein beiiebigesi mittelat der 
Definition 

= [abc.ye, e\. 

Hiebet iit nun, wie anoh anderwärts, wesentlidi Gebranok su machen 
TOD einem weiteren Grundgesetz Y, $t 6, dem „Eontinnitatsgesetz'' (Law 
of oontinnity): 

Zum Deooikbereich ist als zogehdrig m betrachten jedes Element^ 
welches mit den bereits TOrhandenen Elemmten als yertraglich sidi eiv 
weist (No entitj is abient from the System which can consistently 
be present.) 

Da biemacfa unter „allen** Elementen a, aaeh M^on das aener- 

dings defiatrte sieh befindet» so ist nach den Gesetien des identischen 
Itedmens in 

{ah„.0f f }•» ab, ..ir + (a + 6 

reehterhaad das Pkodiikt ah.*,g^O und die Smnme a -l- + 1. 

Nun wird der gesamte identische Kalkol gegründet aof die Be- 
griffe und Gesetze von den linearen Triaden und deren i^Eneugnissen'^, 
und zwar dienen die Beziehungen a), ß 40 und 42 

sor Definition des Phidnktes und der Summe xweier ISlemente. Be- 
zeichnend ist hier die Ait^ wie die beiden Moduln 0 und 1 eingefdhrt 
werden. Der eine^ die NuU, ist sonachst ein gana beliebiges Element jr 
des Denhbereiches, der andere, die Eins, dessen Negation M^i und den 
If odtilnehanJcter nehmen diese beiden sn einander obvenen Elemente 
erst an durch Beschränkung des OperationsfeldeB auf solche symmetrische 
md unsymmetrische Enengnissc^ welche eines Yoa beiden, etwa #, ab 
j^onstaiäe^ GHed enthalten, — indem diese Eneugnisse sodann als 
Funktionen der flbrigen beiden Glieder betrachtet und lahß] mit ab, 
[abj z\ mit a+ 6 besetelM wird. Das Zeichen 0 fBr ji sn gebrauchen, 
wegen der hiernach leicht an erweisenden Beaiehnng an ^9 (und 
a + jr » a), lehnt Eempe 41 niehi geradean ab, wenn man dabei 
nur nicht ans dem Auge Terliere, dass dieses inneihalb der in Rede 
atelienden „Algebra^ bevorzugte, konstante Element g sieh ursprünglich 
durch nichta Ton den andern Elementen des Grondsystems unteärsdieidei^ 
und dass man jedes andere Element ebensogut bitte aum Modul machen 

BoiMMiBB, Alfalw» ^? I«Slk. all- St 
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kSnnen; wog«gai er «Uerding» an der Beoeieluiimg 1 fiir jr, iragai a-f^,»', 
Anetois nimmt (ft 46). 

Aueh die linearan Triaden mit inneriudb der „AJgelna^ «Ifo des 
identiseben EaUnila „hoiuMtimf^ XQement m oder 0 werden, ala Be- 
ziehungen Bwiselien den andern beiden Gliedern; 

Ä59. (aO-l;) = (ft=$a), (aft-O) = («6 — 0), 

mit neuen Symbolen bezeichnet, — wenn aucb freilich nicht mit den 
hier gebrauchten — rergL y), 

Nadi «^ebiaiBcher" d. i. identisch raehnerisdier Behandlung der 
bisher aufgestellten nnd einiger neuen Begriffe und Eigebniase in 
grosBCSiteils oben dargelegter Weise wendet sich die Untersnehung 
nnnmehr der geometrischen Anwendung «i. 

Unter dem Namen eines ,4i>>^Bi«» Punktsystems^ (,,Hiiear set^ 
wird Eunichst St 121 ff. eine Gruppe von Elementen ins Auge gefasst, 
unter denen nicht zwei einander gleich sind, wShrend dagegen je drei 
▼on ihnen eine lineare Triade bilden. Die diurehgängige VerschiedeKiheit 
der Elemente schliesst nadi 7, Seite 576 oder t) das Bestehen 
mehrerer linearer Triadoi zwiscdien denselben drei Elementen aus; di^^egw 
bilden die zwischen je ?ieren TOn ihnen bestehenden linearen Triaden, 
wie sidi zeigen Visst (ft 128), stets eine Triaden-Tetrade von bestimmter 
Form, nimlicfa Yon der Fcnm dev vier in ^m Theorem ft 8 Seite 676 
enthattenen Triaden 

ah'Cf hc'df ah'df ad'c, 

von denen nach ebendicsem Theorem das erste und das zweite Paar 
einander gegenseitig bedingen. 

Ein Nachweis hie^n, — von Kempc nur flüchtig angedeutet, — ist 
unten Seite 582 ff. ausgefdhrt, um das Ket'erat an dieser Stelle nicht damit 
zu unterbrechen. 

Da zwar zwei obverse Elemente a und a, scheinbar eine lineare 
Triade aa^ h bilden mit jedem beliebigen anderen Element h als ihrem 
Zwischenglied, wie oben 30, t) erwähnt, diese Triade aliei- in Wirk- 
lichkeit, als Identität, auf das ubversc J'a/ir '<ia^ hinauskommt, so 
enthält ein lineares System nicht zwei obverse Elemente. 

Em lineares System heisst vollBtändig („complete"), wenn dem- 
selben ein jedes Element angehurt, dab mit irgend zwei Elementen 
des Systems eine lineare Triade bildet (koliineaj* ist, vergl. 9))). 

Indem man das ungerade Glied einer linearen Triade auch als 
„Zwischenglied" oder als „liegend zwischen'' den geraden Gliedern 
bezeicbnel^ wird mau von den vier Elementen oder j,Punkteu" a, h, d 
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der TriBden-Telanide ah*c, bcd, ah'd, ud'C ngsa, sie liegen in der 
Reihenfolge aedh*y und dem entfpridit die Anedracksweiee: Die Punkte 
eines linearen Syetome bilden eine „genMle Linie^. 

SWlioh kSnnen im allgemeinen swei lineare Systeme gemeinsame 
Elemeiite in iigend weleher Anaahl enthalten. Nnn hesehriLnken vir 
aber unsere Betraehtong auf ein System von Elementen oder Punkten, 
innerhalb dessen es idxki swei linesie Systeme mit mehr als einem 
gemeinsamen Element gibt Ein solehes System heisst ein „geometrisches^ 
(figeometrio set^ Dasselbe ist somit dadnreh gekennzeiehnet, dass 
SU den fBnf froheren Grondgesetsen noeh als neues hinantaitt (jSt 136): 



worin neben den beiden kollinearen Triaden a p'q and h'p q (vergl. (p)) 
als dritte Primisse die AuBsagenremeinnng 



bedeutet; dass es iwisdhen den drei Elementen b, p keine lineare 
Triade, keine „gerade Linie" gebe. 

Es läflst sich zeigen, dass die Ponkte eines flachen Banmes von 

beliebig vielen Dimensionen als Elemente eines solchen geometrischen 

Systems auj^esehen werden könneu, wobei auch die mehrfach der 
Geometrie eutlelinten Beneiiiiuiigün in ihrer eigentlichen geometrischen 
Bedeutung zu uehmeii sind. 

Um für einen solchen. Ranm, insbesondere den flachen drei 
dimensionalen oder Eiiklidiscben, die Gültigkeit der Grundgesetze 1 — IV 
darzuthun, — während tlie der Gesetze V 
und VI als selbstverständlich angesehen 
werden kann, — genügen wenige Worte 
und der Anblick der Figuren 38 und 39: 
Lief^ ein Punkt p zugleich in der Geraden 
der I i i den Punkte a und b und in der- 
jenigen durch c und d, und zwar so, dasg 
dort b, hier d der ungerade oder zwischeu- 
liegende Punkt ist, so muss es, laut Ge- 
setz I, auch einen Punkt q geben, welcher 
zugleich auf den beiden Geraden ad und hc 

liegt, nnd zwar zwischen a und d, sowie zwischen h und r. — W i iiti 

8i(;h dagegen die beiden Geraden ah und rd schneiden in einem Punkt j) 

innerhalb der Strecke ah, jedoch ausserhalb der Strecke cd, in der Ver- 

laugenmg dieser Strecke über d hinaos, so liegt der Schnittpunkt q der 

ZT 
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Geraden ad und he innerhalb der Stracke he vaaA in der Veriingvrnng 
der Strecke ad über d binaiUi naeh GeaetE II. FaUea von drei 
koUinearen Punkten Kwei lusammen, nnd sind ee die beiden geraden 

oder Annenpunkte^ bo uines der Zwiechen- 
pnnkt ebenfallB mit ihnen inaHnraenfidlen} 
fallt aber der Zwiaehenpnnkt mit einem 
Auasenponkt snaammen, ao iat der andere 
Anaaenpnnkt beliebig, ea liegt dann jeder 
Pnnkt mit den beiden enteren in einer Ge- 
raden; — bekannte Thaiaac h en, welche mit 
Law III nnd IV anageaproehen aind. 

Um nun — wenigptena flr die ein- 
ikehaten Fille einea BokUdtachen Banmea 
— aach m zeigen, wie die Gmndgeaetaa^ 
welche im weaentliehen den Begriff der linearen Triade konatitniren, 
nicht nur notwendig antreffen, aondem auch hinreichen cur Beatimmnng 
der grundlegenden geometriachen Gebilde, wird hingewieaen anf die 
Eolüneaxität von Pnnkten ala Bedingung der Lage von Punkten auf 
einer Ebene, in einem flachen dreidimeoaionalen Raum und anf einem 
Kegelschnitt: 

Die (notwendige und hinreichende) Bedingung, daaa die vier 
Punkte o, b, c, d koplanaar aind, ist, daaa aieh die Geraden ah und ed 
afthneidtm (in einem Punkt p): 

(a • 6 • c d) = 2^(a b p)(c d ja)) 
p 

aollen ferner die fllnf Punkte a, h, e, e einem EukUdiachfla Raum 
▼on drei Dimenaionen angehören, bo mnaa man durch einen e der 
Punkte eine Gerade legen kfinnen^ welche die beiden Gknden ah 
und ed der Paare der ttbrigen Puidcte Bchneidet (in awei Ptokten l 
und m)i 

(a'h'e'd'e) « 2:{a b- l)(e' d' fH){l- m- e)\ 

l, m 

sollen endlich die sechs Punkte a, c, d, e, f auf einem K^lachnitt 
liegen, 80 müssen die drei Schnittpunkte 1, «n, » der drei Gegenaeitenpaare 
ihres Sechseckes in einer Geraden liegen, — ea müssen die aieben 
kollinearen Triaden beatehen: 

a'h'l, d't'lf (*c'm, e'f'm, cd'n, f'a'n, l-m'n. 

Nach einigen Andeutungen 149) über eine ^^gebm" der 
kollinearen Punkte, der Punkte eines geometrischen Systems, — von 
gleichem Charakter wie die „Algebra der Grössen", und ähnlich der 
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früher aufgestellten identischen Algebra wenigstens hinsichtlich der 
Art der Begründung mittelst der Theorie der linearen Triaden, jedocli 
mit drei „konstanten" Punkten oder Modnln, entsprechend den Grossen- 
moduln oü, 0 und 1, — worüber auf Kempe* verwiesen wird, — 
werden Name und Bedeutung eines „flachen" mehrgliedrigen Systems 
erläutert: Wenn n Punkte ein flaches System — innerhalb eines gw- 
raetrischen Punktsystems — bilden, so liegen diese Punkte in einem 
flachen l^anme von n — 2 Dimensionen. So z. B. liegen die drei 
Punkte emer linearen Triade in einer Oeradon, also einem eindimenRionalen 
Raum, die Punkte einer tl;i( hcn T« (rade aul emer Ebene von zwei 
Dimensionen, usw. — In letzterwähntem Falle besagt die Form n'bcd 
der Tetmde, dass a im Innenraum des Dreiecks hcd liege, während 
nach der andt ri n Form afrrd die Punkt« a und b auf verschiedenen 
Seiten der Geraden cd liegen, und umgekehrt die Punkte c und d 
beiderseits der Geraden ah*) 

Zwei obverse Elemente a und können einem geoni et rischon 
System ebensowenig angehören als einem linearen; denn andernfalls 
würde für drei beliebige andere, von und von einander verschiedene 
Elemente h, c, d des geometrischen Systems aus Ü 30, t) (KJ/h, na^ Cj 
aa^'d nach Law VI — da hier a ^ ff,, — n i e, a^ h c, ab'd, usw. 
folgen, und ebenso hieraus, wenn a^^b, b c'dy usw.; es mässten alle 
Elemente des geometrischen Systems kollineare Triaden bilden, das 
geometrische System wäre ein lineares, welches aber, wie bereite oben 
geengt, nicht zwei obverse Elemente a und a, enthalten könnte. 

Da min (a6*c) = (a,&, c,), die obYersen der Elemente einer linearen 
Triade wieder eine solche bilden, so erhält man anoh zu einem geo- 
metrischen System ein zweites, das „konjugirte'' geometrische System, 
indem man die Elemente Mmtlich negirt; und awei Folche einander 
koiyngirte bilden ein neues symmetrisches, das „erweiterte" („extended") 
geometri solle System. Ein solches serfällt aber nicht etwa blos in 
die beiden konjugirten Systeme, aus denen es durch ZasammentetBUiig 
entstanden ist, sondern es lässt sich auf mehrere, ja, sofern es unbegrenzt 
Tiele Elemente enthält, anf unbegrenzt yiele Arten in zwei koi\jngirte 
Systeme aufbrechen, — ebenso, wie man eine Kugel auf nnbegraost 
Tiele Arten in zwei Halbkugeln zerteilen kann. 

Es entsj^richt so einer geraden liinie, d. i. einem ToUstandig»! 
linearen Systeme, dessen Elemente — einem geometrischen Systeme 
sugelidrig — zu je dreien eine lineare Triade bilden, im erweiterten 
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geometruclioii Systeme eine „erweiterte Gende^^ deren Paukte sämflich 
„bedingte^' Triaden (yergl. %)) bilden; eine solche enreiteite Gerade i>t 
als eine gescblossene Linie sn denken, welehe anf nnbegrenst viele 
Arten in swei gewöhnliche gerade Linien anseimander fallen kann. 
BbensOy wShrend von den Punkten einer Eben« jede Tetrade eine 
flache Tetrade ist, werden die Punkte einer erweiterten Bbene stets 
sn bedingten Tetraden Eosammentreten. — Üuieni flachen »•dimen* 
sionalen Baum, dessen Pnnkte sn je » 4- ^ <^ flaches System tosammen- 
setaen, wird ein erweiterter oder bedingter ft-dimensionaler Raum snt- 
Bprechen, in welchem je n 4- ^ Punkte einmn bedingten System an- 
gehören. 

Es ist hervorzuheben, dass im Gegensatz zu der gewöhnlichen 
analytischen Geometrie die hiermit angebahnte Rechnung mit Punkten 
und Punktsystemen nichts zu thuii hat mit Grössen irgend welcher Art 

Nach Darlegong des Eempe'schen Gedankenganges sollen nun — 
der- mutmasslichen Absicht des YezCusers mSgUchst entsprechend — 
einige Ausführungen sur YerToUstibidigimg des Torstehenden, ins- 
besondere anm Nachweis einiger Sätae (Seite 570, 578 u. 581) sich 
hier anschlieesen. 

Es handelt sich Toraugsweise um Eigenschaften eines Unearm 
Punktsystems, hierauf auch um diejenigen eines gemelrisdim und eines 
erweUerien getmetrMen Systems. In einem linearen Punktsystem is^ 
wie oben Seite 578 angegeben, für zwei beliebige Systempunkte a 

und bf Torausgcdotzt a »|« & oder (a'b), (cf. r), für deren drei (i, c 
neben der durch^ngigen Verschiedenheit noch: 

(a*6 c), = (ab-c) + (acb) ^ (hca) 

(cf. fi), wobei wegen t) {ab c)(ac'b)=^ {b'c) somit von den drei 
linearen Triaden ah-Cy ac'b, bc a eine und nur eine bestehen soll, — 
wahrend endlich für vier Punkte <t, h, d mit 

. (ö^) (öVl (crrf) (Fe) (6 • rf) (cüi) (ab'c) (a'b' d) {a- cd) (b'c-d) 

die Vorausset/uiiLT, 'lass die vier Punkte einem linearen System uiL^rliMren, 
ihren vollständigen Ausdruck findet, worin die Tefrade kidlinmirr 
Triaden vermöge der sechs vorausgehenden Ungleichungen nur eine 
Tetrade Untrer Triaden bedeutet. 

Wir denken uns nun, — um den Satz Sl ]'>><, Seite 578 zu 
beweisen, — eine jede von den 4 x ;5 denkbaren linearen Triaden der 
vier Punkte nr, h, r, d nach dem nicht darin vorkommenden vierten 
JbUemeni entwickelt, wie z. B. (ab'c) = (ab cd) {ab d e), d. h. dar- 
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gMtellt «I0 Produkt zweier flaoher Tt^nAvD, nSmlieh einer Tom enteti 
und einer ?om zwdten Tjjm der unter v) saBammeogeetellten denk> 
baren flaelien Tetraden: 

erster Typus: a S, 6 3, c 3, d"3, 
zweiter Typus: ab' 2, ac 2, ad 2-^ 

es ist dann leicht zn erkennen, daae man die 4x3 Triaden samtlich 
erkäli^ indem man jede dor vier Formen vom ersten Typus mit den dreien 
des zweiten Typus der Reihe nach multiplizirt. So ergibt steh aus 
den Tier Formen des ersten Typus mit einer, der ersten, vom zweiten 
Typus: 

(a 3) (ah -2) = (a cd) 
(6-3) (ab-2) = {b €d) 
(c-3)(a?>-2) = (c-afc) 
(<|-3)(a6'2) — (d-afe), 

eine Tetiade linearer TriadeUi worin jede Kombination der rier Elemente 
üf h, e, d zu dreien ehmail Tertreten ist, — eine Triaden-Tetrade» 
welche unseren Voraussetaungen ersiditlicliermassen entspricht. Wie 
die erste Foim des zweiten Typus^ so ergibt auch die zweite und 
die dritte je eise solche Triaden^Tetrade: in zweien Ton den Tri> 
aden werden die geraden Glieder flbereinstimmend yon dem einen 
Paar yon Elementen gebildeti in den beiden andern Triaden tou dem 
andern Elementepaar. 

Tetraden anderer, zweiter Art erhilt man, weon man zwei Formen 
des zweiten Typus mit zweien vom ersten Terbindet, — sofem daraus 
keine Elementegleichheit herrorgehi Kach t) ist nimlich z. B. 

{a b) = (a - 3) (6 • 3) (ac 2) {ad ' 2) 

wogegen wir schon in Ii 8 Seite 576 

(ab'c)(bc'd) = {c'3){d'Z)(ab'2) (u d' 2) = (ab' d) {ad- c) 

vier Triaden hulten, von denen ein Paar das andere l)edingt, und unter 
denen jede der vier kollinearen Triaden von b, c, d einnial vertreten 
ist; die ,,Tier Triaden nach k Ö*' bilden einen Yertauschungszyklus: 

ah*e e-da 

he'd I 1 

-.j- oder dab'c 

d*ah be*d 

Man kann die 0 Paare der 4 Triaden eratcn Typus mit den drei 
Paaren von Triaden des zweiten Typus auf 3x6 Arten zusammenstellen. 
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Dabei ei^bt jedes TriadeDpaar vom ersten Typns mit einem bestimmten 
Paar des zweiten Typus je eine Elementegieichheit^ und man erhalt 
aaf diese Weise die 6 nach Voraussetzung ausgeschlossenen Gleichungen 
a'b, a'c, ... c df nebst 12 Triaden-Tetraden j^sweater Art" oder 
„Tetraden nach $t 8''. 

Andere Tetraden aber als solche enter und sweiter Art kann es 
unter den obigen YoraussebEungoi nicht geben (St 127). Denn soll 
TOm zweiten Typus der flachen Elemente-Tetroden überhaupt mehr als 
eine Form bestehen, so mllssen mindestens deren zwei Tom ersten 
Tjpus hinxntnten, womit aber mindestens eine Triaden-Tetrsde sweiter 
Art gegeben ist; mit einer soldien lusm dann keine weitere Triade 
mehr zosammen besteheui ohne dass irgend swet läemente einander 
gleich werden. 

Ziel&t man nun aber noch ein fünftes Element e unseres lineana 
Systems in betrachte so dass sn den bisherigen 10 EinselTOzanssetBungen 
fibar die ersten vier Elemente noch 10 weitere auf e bestiglidie: 

(a • c) (6 • e) (c 'e){d- c) {a - b- c) {a- c c ) {atl e) {bcc){b'd' e) (e^d'e) 

hinzukommen, so ergibt eine leichte, wenn auch etwas umständliche 
Überlegung, dass von den beiden nach dem bisherigen noch möglichen 
Arten ron Triaden- Tetraden zwischen je neren TOn den fünf Elementen 
die erste Art nicht mehr statt hat und nur noch die sweite Art der 
Tetraden nach $t S sich behauptet. 

Nehmen wir nämlich an, es bestehe xwiBoheii O) 6, c, d eine Triaden - 

Tetrade T erster Art: 

r - (a • cd) {b • eä) (c • o6) (d • o 6) = (a • 3) (6 • 3) (« • a) (d • 3) («b ' 2) — 

(a-4)(6 -4) (c-4) 
(«c-3)(6e-3) (cc -3) (de- ») 
(a&'d)(cd-3), 

worin von allen 15 tlberiiaupt denkbaren llln^liedri|pm flachen Systemen 
(c£ v) nur noch eifte vom eisten l^pus und vier vom sweiten TjfiüM fehlen, 
nftmlich 

ui-«(e'4), B-(ae*8), C~(ad'3), D-(fre'8), (6d'd). 

Diese fünf Formen seien zur Abkürzung mit den beigesetzten Buch- 
staben bezdchnei Man sieht leicht, wie dieeelben mit den 10 Elemente* 
gleichuDgen nach t) sussmmetthlngen: 

* {bc)'^BE (b'd)^CD 

(ae)'^ABC (e'e)'^ÄBD 
{be)^ADE {de)^ÄCE. 
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Zu jeder Elementegleichung, z. B. a ' &, gehören im ganzen acht fünf- 
gliedrige Formen, von denen die hier nicht angegebenen in der Tetrade T 
enthalten sind; daher gilt auch 

TBCDE'^{a b)y TCD^(a c), usw., 

d. h.: sollten etwa mit dem ftinft«n Element e zur Tetrade T noch irgend 
welche lineare Triaden als gleichzeitig geltende hinzukommen, w^elche das 
Bestehen der zwei fQnfgliedrigen Formen C, D oder 5, J?, oder irgend eines 
andern Paares von diesen vier in Verbindung mit Ä erforderten, so wäre 
in jedem dieser Fälle mindestens eine Elementcgleichheit gegeben und da- 
mit die Konsistenz des linearen Systemes gestört. 

Nun liest man andererseits für die 6 kollinearen, bezw. die 3x6 
denkbaren linearen Triaden, in welchen e vorkommt, leicht ab: 

{abc)^A {cde)^Ä 
(ae'b)'^DE (cc-(l)^CE 
{hca)-^BC {dec)^BD 

(ace)^AB {ade)^AC (ftce)=^^7> {bd'e)^AE 

laec)^D {ac-d^-^^E {bcc)'^B {bed)^C 

(cc-o)=^C {de'a^-^B {ceb)=^E {de-b)^D 
. (E) W (C) (B) 

Unterhalb der einzelnen Gruppen sind noch diejenigen Formen an- 
gegeben, welche in den betreffenden Gruppen nicht vorkommen. — Aus 
jeder Gruppe soll eine Triade zu T hinzutreten. Man bemerkt sofort, dass 
von den beiden ersten Gruppen a' b' e und C d' e nur je die ersten 
Triaden sich gegenseitig vertragen, während z. B. ae'b mit den dreien der 
zweiten Gruppe der Reihe nach ergäbe: 

T(ae'b) (cde)^ TADE^{b'e) 
T{ae'h) (ced) TCDE ^ (a' c) {b' d) 
T (ae • 6) (de • c) TB DE (a • d) (6 • c), 

usw. (Nach ft 9, Seite 578 würde ohnhin eine der beiden Triaden ab e und 
cd e — neben T — die andere nach sich ziehen.) Also müssen ab e und 
cd ' e jedenfalls zu den 6 Triaden gehören, welche zu T hinzukommen sollen. 

Sucht man damit eine Triade aus einer andern Gruppe, z. B. der 
dritten a'c e zusammenzustellen, so zeigt sich folgendes: Die erste Triade 
ace dieser Gruppe, welche A und B zur Folge hat, verträgt sich mit 
keiner Triade aus der letzten Gruppe ft ' d " c, zu welcher B nicht gehört, 
wo daher jede Triade zu A und B noch irgend eine weitere von den drei 
übrigen Formen C, D, E hinzubringt und damit eine Elementegleichheit 
bedingt. Die Triade ac e passt also nicht in unser lineares System hin- 
ein. Die folgende Triade ne e aber ebenfalls nicht, da diese in Ver- 
bindung mit den notwendig hinzutretenden ab e und cd'e die Formen A 
und D verlangt und sich daher mit keiner Triade der vierten Gruppe ade 
verträgt, wo D fehlt und dafür in jeder Triade eine der drei andern 
Formen J?, C, E vertreten ist; und ganz ebenso schliesst die dritte Triade 
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ee'a der Gruppe a'Ce eine jede Tiriade der vorletzten Gruppe 5* 0 ' e aas. — 

Es ^iht also gar keinp Zusammenstellung von 6 linearen Triaden 2wischpn 
e und den übrigen Elementen a, 6, d, welche zur Tetrade T erster Art 
in das lineare System passi — Die beiden andern Tetraden erster Art 
gehen aus T durch Buchstabenvertauschuugen hervor, durch welche die 
Voraosseteangen nicht geiadert werden. Sollen demoneh tob fünf (oder 
mehr) durchweg T<m einander Terselnedenen Elementen je drei kollineer 
sein, so kann es keine vier unter den Elementen geben, deren lineare 
Triaden eine Tetrade erster Art bilden. 

Sofern es also überhaupt lineare Sjateme von mehr als ner Ele- 
menten gibt, — und die nachfolgende geometrische Erörtenmg bietet 
als Beispiel eines solchen Systems die sämtlichen Punkte einer geraden 
Linie, — so mOssen für je Tier Elemeute dos Systems die vier zu- 
gehörigen linearen Triaden zu einer Tetrade zweiter Art nach ^ 8 
zusammentreten! und zwischen n Elementen des Systems werden 

ffl = ** 7 ^ lineare Triaden bestehen, die sich zu (") « 
1 • s • 9* e 

lassen. 

Bei 5 El^enten hat man so z. B. die 5 Tetraden: 

ab' cd hcd'c ab'cc ab' d' e ac'de 

1) ah'c 1) bc d i)ah'c 3)ab'e i)ad'c 
7)bc d 10) cd' c »)bc'c 9)be d 10) cd c 

2) ab'd 8)bc'e ^) ab e i)ab'd 6) ad e 
4)aif*<; 9)he*d 6)ae'e B)ad'e 5) 

worin die Triaden zur Erleichterung der Kontrolle nach der alphabetischen 
Reihenfolge ihrer kollinearen Formen l) a b c, 2) a'b'd^ ... 10) c d'e 
numetirt sind. Die Fortsetsning für ein und mehr weitere Elemente 
wäre leidit etwa nach dem durch {ab c) (bcd) (cd'e) {dcf) ... ange- 
deuteten Verfahren zu gewinnen. 

Seien jetzt (cf. Seite 581) die Tier Punkte a, 6, c, d koplanar 
(a*5*c*<f, und b. B. ('adcd*X) dnnihweg Tonehiedea (ä*e)... (<;*<<)) 
und nicht drei tob ihnen kolltnear ((a'^'c) (a*t*(Q (a'cd) (b cd))] 
fem« mögen dieselben, sowie auch die Schnittpunkte ihrsr Yerbiadungs- 
gmulen 2. B. ab und cd, flherhaapt alle nunmehr in hetracht su 
ziehenden Punkte p, q, r, ... einem „geometrischen Ptanktaystam^ 
angehören, (Law VI, S. 579) 

(p'q'r)(p'q's) ip'r's)=^{p q) 

oder auch 

(p'q'r){^'qs)\^q)=^(p'r's)(^'r'8) 
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Ist nu2i X etwa ein Schnittpunkt der 1 ridr u Geraden ah und cd, 
(a'h\r) (cd' x), so kann keine von den übritrtu vier Verhindungs- 
geradeu nc, ad, hc, bd durch den Punkt x gehen; denn wäre z. B. 
a'c x, so hätte man 

(a'C'x) (e-d'x) (ä'crf) =4 

(a jc) {c x) ^ {a' c)f 

wojTpgen (n 'c) vorausgesetzt ist. — Wäre nun x' ein zweiter Schnitt* 
puskt Ton ah and cd, (a'b'x') (c d'x'), so hätte man 

(a-b-x) (a'b'x') (a-h) =^ (a-x'x') (b'X'x) 
(e-d-x) (e-d'x") {e7d) ^ {e x x') 
(a*«'«') ifi'X'x') (a'C'x) =^ {x-x'), 

wonach die Punkte x nnd x' msunmeniaüen; d. h. Law VI bedeutet 
in der Thnt^ — wie andi ohnehin leicht erkennbar, — daae swei 
Gerade ah nnd ed nicht mehr als einen Sehnittpnnkt haben können. 
Daee aber anoh immer ein solcher Schnittpunkt x Torhanden isl^ wird 
yerbürgt durch die Yoraussetznng a'h'cä, dass zum mindesten eine 
der sieben möglidien flachen Tebraden sswisehen a^h, e, d bestehe; so 
stellt sich s. 6. a'bcd 

(a bcd) = j(a6, + cd) {aj) + = (oc, + bd) (a,c + b^d^) = 
«(ad, + ic)(a.fi + V.) = 0| 

als EHminationsresoItante nach x dar entweder fOr die Gleichung 

{ (afe, + cd)x + {a^b + c^d^) ^, = 0} ^(ax b) { cdx ), 
oder für die 

I afi + c.rfj X + {ab^ + cd)x^ = 0] (6a; • a) (cd ' x), 

usw., also 

(a • bcd) — 2.' \iix ■ ( cdx ') = 2-" {ax ' c) ( 6W jC ) == H {ax • d) ( hex ) 
mmS(bx'a)(ed x) ^ 2: {cx'a)(bd'x) £(dx'a)Qfe'x) 

3t * 9 

{yvcf^ Law II). Bas Zusammenbestehen eines Triadenpaares aus der 
ersten dieser beiden Zeilen (für denselben a?-Wert, z. B. (ax h) ( cdx')^ 
^(ax'b)(ed x^), usw.) ist ausgeschlossen durch die Voranssetzung, 
dass alle in betraeht kommenden Punkte einem und demselben geome- 
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irischen System angehören m>11«d, weichet swar alle zo a, h, c, d 
koUinemii Punkte nm&SRen kann, nicht aber zwei zu einander obTeree 

Punkte X und x,. Dagegen gibt die zweite 
Zeile offenbar die Lage der drei Schnitt- 
pnnkie p, q, r der Geradenpaare ab und cd, 
ac und hd, ad und he bezw. irie in Fig. 40 
(et Seite 581). 

Jede andere flache Tetnde wird nun, 
wie man sieh leicht flbeneng^ a$idere Scfanitt- 
pnnhte derselben Oeradenpasre bedingen; ea 
k5nnen deahalb nicht xwei flache Tetraden 
zwischen denaelben vier Punkten a, b, e, d gleichseitig bestehen. 
(Anders Seite 570^ »), wo nicht Ton Punkten eines j^eomäristiien 
Systems die Bede ist.) 

In g^cher Weise zeigt sieh: Eine Tetrade ab'ed vom zweiten 
Typus 

{ah cd) = [{ah-\^ cd) (a^b^ + c/lj = (ac, + 6,rf) (o,c + bd^) — 

= £{ abx ) ( cdx ) — 2:(ax c) (dx'b) = 2^ {ax d) {cx b) 

•3t XX 

» £(ab'x) (cd'x) ^£(eai a) (bx d) » £ (dx ä) (bx e) 

(cf. Law I) bedeutet die Alternative 

(ab'p) (ed'p) {(aq-c) (dq b) + {cq, a) {bq,'d)], 
. {(ar d) {er b) + (dr,*«) (br.'C)), 

wobei die Schnittpunkte p und wegen ihrer gleichen Lage 
{ ahp ) (-cdp') = (ab p^) (cd'p^) nicht unterschieden sind, (während im 
übrigen natürlich Punkte wie q , ira geometrischen System enthalten 
soin künneu, sofern ihre (il yrr^^ n 7, r nicht ebenfalls schon darin 
vuik iininen,) — also die Alternative zwischen den folgenden yier 
Figuren 4i — 44 (cf. Seite öbl): 




faq ej fdg hß 



vif. 41. 




(aqcßfdq-bß 



Flg. it. 
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Fig. 4S. Fig. 44. 



Gehen wir jetzt über zu einem „erweiterten geometrischen System", 
dessen Punkte p, q, r, s..., entsprechend denen des geometrischen, der 
Bedingung 

{;p q r-){p q s ){ p-r s') ( p q-) 

oder 

(■p-q'r )(-p q-s )(-p Y') {-p r-s'X q-r-S') 

genügen müssen, so kann man ganz ähnliche Überlegungen anstellen. 
Gehören diesem System wieder die vier Punkte a, 6, c, li an, von 
denen nicht zwei in einen Punkt und nicht drei in eine (erweiterte) 
Gerade fallen sollen, so werden auch deren obverse a,, 6„ c^, rf, System- 
punkte sein, auf welche sich die Voraussetzungen nunmehr auch erstrecken 
werden: es soll gelten: 

(^ÖT-) (är7) . . . (-"rT-) (-a b c ) . . . ( b cd') 

Femer mögen die Elemente a, b, c, d eine bedingte Tetrade 'a b' cd' 
bilden, (d. h. eine oder mehrere flache oder auch eine obverse). Ganz 
wie im geometrischen System ergibt sich dann auch hier aus der An- 
nahme, dass die beiden bedingten Geraden ab und cd gwei Schnitt- 
punkte X und x' hätten, 

{'x-x''), = (x' = a:) + (a:' =a a;,), 

d. h. zwei bedingte Gerade haben stets zwei und nur zwei — zu ein- 
ander obverse — Schnittpunkte. Und daraus folgt wieder, dass die 
vier Punkte a, b, c, d nur eine flache Tetrade bilden können, oder aber 
die obverse Tetrade 

{•abcd) = 2:{ab'x){'cdx) = £(ac' x)(bdx') = i:{adx){bcx') 
«= 2:{'abx){cd'x) = i:{'acx')(bd'x) = 2:{'adx')(bc'x). 

Die Möglichkeit des Zusammenbestehens mehrerer flacher und 
allenfalls auch der obversen Tetrade ergibt sich erst, wenn nunmehr 



590 Anhang 8. 

▼on den bisherigen YorauBsetzuugen die eine anischeidety dass wir nnr 
mit Punkten eines geometrischen^ beasw. eines erweiterten geometrischen 
Systems zu than hätten. Indessm auch dann verträgt sich eine flache 
Tetrade a'bcd vom ersten Typus nicht mit einer solchen vom BweiteB, 
z. B. ah'cdf noch auch mit der obrenen 'ahed', wegen 

(a • hed){ah • cd) = (a -cd) 
{a*hed[)(:ahed') = (0 — (a + a,)6,c,(?, + (o, + a)bcd] = ('bed'), 

da nodi, wie bisher, unter anderm (*a'c*4f*) und ( b e d') Toraosgesetst 
bleibt 

Es bedeutot hier jede flache oder obyerse — Tetrade das 
Vorhandensem je sweier Gruppen TOn Schnittpunkten für jedes der 
drei Geradenpaare ah und ed, ae und hd^ ad und hC] z. wie oben, 

(a-3) = 2:(ap-b)('cdp-) = 2:{aq'c)(-hdq-) = Z(ar'd)(-bcr-) 

wobei die SummatioasTsriabflln p, q, r hezw,, wie audi im folgenden, 
nicht besonders beseieluist sind. Die j>,-Ghrnppe enthilt offenbar die 
obTsnen der Punkte 4er Gruppe, usw. Das Zusammenfkllen eines 
Punktes x 2,B. aus der ji-Gruppe mit irgend einem aus der p,-6ruppe 

{axb){'cdx)(bx- a){ed'x) = (ab)(;cd) 

würde gegen die YoraussetBungen ('a'b'), ('C'd') Verstössen. 
Jede weitere hinaukommende Tetrade, s. B. 

(b acd) = 2:(hp a)( alj/-) ^ Z{- acq ){bq' • d) = £{■ adr'-)(br - c) 
^2:lap'ib){cd-pJ = 2:iacq'J{dq',-b) = 2^{adrjicr\b) 

bringt je ein weiteres (im sllgemeinen anderes) Sdudttpunkt-Gruppen- 
paar mit sich f&r jedes der drei Qeradenpaare. Indessen hat man auch: 

(a- 3)(6-3) = {0 = (ac, + bd + ad-\- bc){a^c + + o,rf, + 6,c) 

«= (a + ^)(c, + d)(a, + b){c 4- d) 
= {ac + hd^ 4- ad, + hc){a^c^ -f h^d + «■ + 

«i3(aic • c)(- /k/z •)(■ arfa: 'X&iC ' c) — 2;(- oca;' Xfcar' • d)(a a:' Yf) (7> r 

^£{cx;a)ipd»^ad'x;^^^^^^ 

d. h. die 9- Gruppe hal mit der r'-Gruppe gewisse Punkte x gemein, 
ebenso die r-Gruppe mit der f'-Gruppe Punkte x'y und entsprechendes 
gilt von den obTerseo Gruppen; es gibt also bei zwei gleichseitig 
bestebenden (mit einander Terträglicheu) Tetraden gemeinsame Schnitt* 
^uukte für vier von den sechs Gendan. 
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Bmhtet man: 

(<i-8)(6-8)- 

- {0 -{»,», + + «,«0, - («■*, + '•.<').(»> + t^X 1 

während anderseits gilt 

|0 « (a,6, + cd,){ab + ) — (d S) « £(ab p'")icp" d) 

- 2:(-afti<")(d[prc) 
(0 — (afi, + c,<i)(a6 + «rfj) — (<?• 3) — -E(a6y)(<*i»"«) 

so erkennt man (wie oben in x), nach Bd. 1, p. 463), dass eine weitere 
Tetrade; etwa c $, einen einzigen gemeinsamen Schnittpunkt x' aus 
der r- und Gruppe bedingt, und umgekehrt, dasa auch die mit c*3 
erscheinende p'-Grappe nch auf ^nen Punkt reduzirt, nämlich den 
obvcrsen — x\ /n jenem, m. a. W dass auch die beiden Geraden ab 
und cd durch die beulen obTenen Schnittpankto der andern rier Geraden 
gehen. — .Dasselbe liest man anch ab ans 

(o • 3) (6 • 3)(c- 3) = { 0 = (a6 + cd, + ac + hd, + ad, + 6c). 

— 2.\ ahx-){cx- d){' acx'){hx' d){cix d)('bcx') 
^ 2^(ab'x) {dx 'c)(ac'x) (dx ' b) {dx d)(bc'x), 

worin, wie leidit naohaureehnen, die Koef&iienten von x nnd an 
einander obvera aind; es ist hier, wenn die gemeinsamen Sehnittpunkte 
der sedis Geraden knn mit ihren Grappenbuchstaben bezeichnet werden, 

X —p^' — q' = r, = a,6, + = + b^d = b^c^ + a^d 

-? (fl. + + = («. + + ^0 « (i, + c,)(a, + <o, 
«, ■«l»''— — • aJ + «li, ae + 6<^, — 6c + ad^ 

«• (a + 6) (c + if,) — (« + c) (6 + d,) (6 + <?) (a + d,). 

Gilt nun überdies die vierte, allein noch mit den drei bisherigen 
verträgliche Tetrade d'3,ao wird nicht nur, gemäss der Zusammenstellung 
(a-3)(6-3)(ci 3), 

K' — ««r', — o,6, + d,c — 6,<l, + = a,d, + 6,cv 

usw., sondern es werden, entsprechend den noch fehlenden KombinatiofiPTi 
(a"310 "SV/^/B) und (b'5)(c'3)(d-'^), die vier Schnittpunkt-Gruppen paare 
lilr jedes unserer drei Geradenpaare sich zusammenziehen auf vier Paare 
obverser Punkte, durch deren jeden alle sechs Geraden gleichzeitig 
gehen. Übrigens ist in diesem besonderen Falle von den vier Punkten 
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Of b, c, d jeder dnroh die diei andern eindeutig beetimmt, da nSmlicli 
a. B. in 

(a-3)(ö-3)(c-3)(rf-3) = 
» |0 » tt(b,Ctd, + 6, cd -1- 66, ä + 6«^,) + a,(6c<I + ^ il, + + 6, <{) } 

die Kocltizieuten von a und uIaots aind. 

Analoges gilt für die drei Haclun Tetraden ?om zweiten Tjpus 
zusammeu mit der ubverseu Teiradentorm. 



Axunerkangen des Heraoogebers. 



Sdli 401, Z«ile IS oben. Die BiehtisrateUmig wer meht erfonledioh, und der 

Faktor {ab = 0) ist hier üVern isBig: dorBolLe, oder (6 ^ a,), folgt näm- 
lich Mis se = &X| •«• Oj« nicht mindei: al« mu a;c -t^ 6a;| 0, — wie 
Beod 1 Seite 496 ansnllnlieh bewieeen iii — AiMh liiia es durchweg 
Äquivalenzen, vermittelKt deren man von x — hx^ + n.x aus dum 
Bat des Yerfa«»en Bd. l Seite 602 folgend und diese Gleichung lechter 
Bend enf NnU bringend — ni ax * bx^ ^ 0 gelangt. — Der lirfam 
liefremdet umso mehr, als der Verfasser sonst stets, und gerade auch 
bei den hier in betiacht kommenden Sätzen (Bd. 1 Seite 602, 426, 446, 
44t n. a.) sorgfältig auf die Äquivalenzen achtet. 

„ 402, Zeile 12 v. unten. Statt anerkanntem liee: erkanntem. — Hier wird der 
Satz vom Dualismus, der noch Bd. 1 Seite 818 zum Beweis der dualen 
Gegenstücke einiger Sfttee als „wirksames*', wenn auch nicht unentbebr- 
licnea Hilfsmittel empfohlen worden, als solches in der Theorie wirk- 
sames Prinzip wieder aufj^egeben. So wird es denn auch erst verständ- 
lich, wie der Verfasser in dem gegenwärtigen Band Seite 423, oben 
Zeile 4 (zum Korseltsohen Beweis des DistribationMeietMB) von den 
beiden Prinzipien III" ond TTT^ keines entbehren zu können meint, — 
während doch — selbslveiständüch — das eine autt dem andern ver- 
mdge des DnaHtiUeMteee entspringt — Vecg^. Illttigeiie anten Seite 696 
die Anmerkung zu dieser Stelle. 

„ 407, Zeile S v. o. Wer hier zum Beweis des Satzeu den vom Verfasser 
gewiesenen Weg geht, der findet, dass „der Negand mit dem angeblichen 
jNegate*' zwar „<ütö Produkt 0 richtig liefeif \ nidit ftbet im allgemeinen 
die Somme l, sondern vielmehr 

(aar + 6y + • • •) + (a,ar +6,y+ )=»aj-4-y + - -, 

und daas somit zu den bisherigen Voraussetzungen noch etwa die weitere 
X + y ■*■ ■• = 1 oder x^,«, • • • = 0 hinzukommen muss, dtmit die 
BehMipteng eieher antrimL Andernfialle hfttto man liehtig 

(ax + 6y + c« + • • Ol *h* * ^i^ + «|f + ' • • + »iSfi'^i • • 

(Auf diesen Sachverhalt wurde ich zuerst von Herrn Korse! t aufmerk- 
lam gemaoht. Vei^L auch Bd.1, Seite 429 unten, über eme Fehler- 
maäi» beim Kegiten entwidcelter Fonklieoea naeh Th., 46.^) „koeffi- 
nentenweiHe" '.) 

Derselben Zusatz -Voraussetanng bedarf auch die (auf Seite 407) 
weiter folgende Bebanptang, eine jede FonMlon f(x^ y, • ■ ■) di^junkter 

Argumente .r, y, stelle sich, narh letzteren entwickelt, als lineare 

homogene f'ttnktion dar; im allgemeinen wird vielmehr diese Entwicklung 
«km I«ateii; 

f (x, z, • ) » A « 4 5 y + e « + • • • -i- m «,y,*, • •, 

A<*» »1 »«•■•) — «»« + + * + «iXyi'i ■ ■ '! 

beeteht »ber noeh dte Beeielnng 

« + y + f + -'' — 1, 

eo iet /*(«, y, I, • lowte f,(Xt y« #t • - •) bomogen. 
■sHweH Alg rts» et Lagtt. %. iL BS 
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Aomerkungen de« Heraosgebets. 



Dem ent«prechend iat ftueh bei d«ii auf Seite 408 und 409 folgen» 

den Siltzen, die von homogenen linearen Funktinnen dlBjonkter AigOp 
meute handeln, die Homogenitäi stets beeonder» yorauszuaetzen. 
Seite 418 — 414. Die Figuren oder sonstigen Objekte mit den Eigenschaften g 
freirden mit denen von den Eigenschaften h in der Regel eben das 
gemeiii haben, was an Merkmalen den Komplexen g und h gemein ist 
(Seite 413, Abaatz 2); d. h. das — knrz so zu nennende — „SchrOder- 
Bche" Regriffaiuhalta-Produkt gh wird mit dem „T oigtBchen" in hlUifipen 
FftUeo übereinstimmen. Zur weiteren Verdeutlichung des ÜnterHchiede^ 
könnte daher \-ielleicht noch folgende Bemerkung dienen. Fflr dae 
Voigtsche neirtpii 1 s ion inita', 6', f', dir- R e priffsumf Äugc bezeichnet, 
welche den viex BegntfHmhalten a des Kechtecks, b des Rhombus, c der 
Ti«Efadi imd d der sw«ifaeh i^iiiiiMlEiMhfln «Mnen V^pu der fiflÜM 
nach nikommen. Dann ist zonftehst nmlaagalogiieli 

d. h. es gehören zu den Rechtecken a' und den vierfach aymmetrischea 
Figuren c', sowie rngleirh zur Klasse der Rhombfn b' nebst wieder den 
vierfach Hvmmötrischeu ir igureu c' ausser diesen c nur solche Bechteckea, 
welche gleichseitig Bhomben a'b' sind, d. h. die Quadrate, und ebenso 
unter den Rhomben nur die Quadrate, — welch letztere in(i»-?Hen bei 
den vierfach symmethachen Figuren c' ohnehin schon mit inbegriffen 
waren. Dies ledigUeh dnal tangeMluiebeii, ergibt fBr die „SohrOder» 
•Ohe'* Inhaltelt^gik 

ac 4 &c (« + 6)c = c. 

(a -1- 6)c c ffilt auch nach „Voigtscher** Aufßuatuig. Dagegen sind 
in unterscheiden der „Voigt sehe** B^rilT V wm ae von dem, was „dw 

Rechteck a mit allen vierfach symmetrischen Figuren r gemein hat^*, 
(a&mlich die zweifache Symmetrie ac>»d, Seite 411, vorletzter Absatz), — 
und der „Schrödersche** Begriff 8 ^ ac dessen, „was (nur entweder) a 
oder e (oder auch beides zugleich) ist" (Seite 414, 1. Zeile), — und wozu 
unter den zweifach symmetrischen Figuren z. B. die Rhomben nicht 
gehören Dem beschränkteren Umfang dea letzteren Begriffes S muss 
ein inhaltlicher Überschuss irgend welcher Art Aber den onwien Begriif V 
entsprechen; allein dieses Überechussmcrkmal anzugeben, darin dürfte 
eine von den Seite 414 oben angedeuteten Schwierigkeiten bestehen. 
VerdL Miek Bd. i, Seite 99 (Aber „inhrittloee** Begriffe). 

W'enn nach Seite 419 des gegenwärtigen Bandes der Verfasser mit 
Hexxn Lüroth (und Voigt, cf. Seite 4ia411) den Kernpunkt der l iage 
nech weiteren gruppenlogischen Beispielen in dem ümetand erblickt, 
„dass a*b nicht nur die Individnf>r Her beiden Klassen a und b enthält, 
sondern anch noch andere", — ein Fall, der bei der «.Schröderschen** 
identitdien Inhalfalogik nicht minder vorliegt als bd der „Yoigtschen** 
(?n<j)p<'nlogik , ~ so i^f labei stillschweigend angenommen, dass da« 
Klassen- oder Begriffsprodukt ab als gewöhnliches identisches definiit 
Ueibt. Sind dann nftmlich etwa die Individuen y^« y«, r«! - - - nioht In 
a und nicht in 6, dennoch aber in a h enthalten, so braucht man 
unter c zunächst nur eben ein solches Indmduum y(voigl. das Korselt- 
eehe Beispiel 6 , Seile 416—417) oder anch eine Klaaee nm solchen la 
vprstphrn, rlnmit ar = &e = 0 == fic + &c neben (a + b)c c 0 werde; 
oft findet sich aber auch eine Klasse vrelche wenigstens eines oder 
mebiere dieeer y mit a-t^h gemein bat, wfthvend nieht nor — telbst- 
* verständlich — ac und hc^ sondern dann auch ac + bc von den 7 frei 
sind. — Wenn nun aber dem „Sohröderschen** Produkt ac bezw. be 
da« Merkmftl e (der vierfaeKeii STnanelrie), oboebon fehlend In « tmd 6, 
doch derart alternativ iKMÜngt zukommt, da6S es in der Summe ac + bC 
wieder unbedingt auftritt, so versteht sich, wie hier der Distributione- 
Mli itett bftben kun Me des gruppenlogiaefaen GhenMen der 



Digitized by Google 



AnmerkongeB dM Hennigsban. 



606 



Seite 418, Zeile 19 v. o. Da der Verfasser, einer Zasatabemerkong im Manuskript 
rafolge, es gleiohwol fBr wtoschenswert lii«lt, dan dieser B«weie „auch 

allgemein und ohne fibcrproseen Auf^ anfi von zahlentbeoretischem Er- 
kenntnisskapital elegant geleistet werde", so mUg» hier «in Beweis nach- 

|| mm ap' + flq' + " 

irffend eine unter den Zahlen der Klasse a oder (er, • • • Xj), und darin 
P 9 9% * * * ^ diesem Element |t entAprechendeii Speoalwerle der 
9, • ' • I. Bi wild dann auch jedes Vielfache Ton /k, eftwft 

fkm « • mp' ♦ ß ' mq' + • • + 1 • ms' 

wieder die Form ap + ßq ^ haben odor der Klasse o angehören; es 
wird die Klasse Of) <* der Klasse a eingeordnet sein. Dasselbe gilt 
auch von jeder Summ« einee ioldMii YMlüMlien mit beliebigai 
Vielfachem der „IVwfaiimumgwIemente** «r, (1, • • . 1: 

Mm konnte daher die Zahl |s aadi den BeffunmniigMlementeii der 
Klaaae a beifllgen: 

Z H (2) --^ (2, 6); (2, 5) =^ (2, 1, 5, 13). Umgekehrt wird man darum 
auch bei der Bezeichnung der Klassen xor Abkürzung Jedes ßeBtimmangs- 
element foKtlMBen« welches eehon in der dnzeh dui dbrigen gegebenen 
Klasse vorkommt. Dagegen bewirkt dir Aufnahme einer noch nicht der 
Klasse a angehAienden Zahl unter deren Beetiromungselemente , wie 
leiebt sa iefien, eine Erweiterong der ElasM, und ee wird aUgemein 

(a) ^ (a, ß) ^ (a, y> ^ . , 

Ist nun ferner w « vp" + ßq" + • • wie |», ein sweitei beliebigee 
Element derselben KlasM o, 90 gehOri itt a neben der KlsMe (») «aeh 
jede Zahl der Form 

fitn + o(«|)'+ np") + ß{mq' + nq") + • • •, 

oder es ist die Klasse (/i, v) ^ a. Beispiele: {et, u + ß) ^ (a, ß); 
(8, 6) (8, 6) ^ (2, S). — Die Betrachtung l&sst sich ebenso auf beliebig 
viele Elinnente m v, 9, ■ aasdehnen: Gehören dieselben irgend einer 

Klasse a an, so enthält « auch alle Elemente der Klasse (u,v,q, ) — 
Stellen wir uua jetzt unter /i, v, ■ • • die üämtlichen zwischen /.wei 
Klassen a nnd h gemeinsamen Elemente Tor; dann bestimmen diese 
eine Klasse (fi, v, p, • • •)» deren Elemente alle sowol der Klasse a als 
der Klasse b angehören müssen; es sind dies also die Elemente ^, r\Q, ••• 
oelbst, und (/t, v, p, ) ah 

Damit ist die Kla?ao ab freilich durch ihre sämtlichen unbegrenzt 
Tielen Elemente bestimmt. Auf die kürzeate, eben noch hinreichende 
Zusammenstellung von Besttmmongselementen fuhrt etwa folgendee 
Verfahren: Unter den zwischen a und h gemeinsamen Elementen werde 
das kleinste ^ herausgesucht. Hierauf Bei v wieder das kleinste unter 
den nieht tax (gemeinsaaen) Klasse gehörigen gemeinaamen Ele- 
menten, so dass wieder (/i, y) ^ ah wird. Sind jetzt ausser den Ele- 
menten der Klasse Q», v) noch weitere den Klastteu a und 6 gemein, so 
sei 9 wieder daa kleinste von diesen« wonach «p, 9) «4^ ab. üow. 
^ 480, Zeile 9 r unten. Herr KorBclt zeigt durch die umstdicn ic Fitr }'>, 
dass iu dem beschränk Ujren Vo ig tschen Denkbereich das Ui^tribuiiuns- 
oeeela nieht allgemein gilt, da hier offenbar ae ~ 0, dagegen 
(a + 6)c =^ c =f= 0 ist. Die vorliegende Voigtsche Bemerknn^' 'itil iet 
also in der That einen besonderen (,^iebenten**j Beweis für die Uubeweis- 
barkeik des DiatribatioiMtMa. 
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Seite 428, oben Zeile 4. Der hier gegebene 
Beweis desDittritnilioiuMitMe wo» 
nix nndlll^ zasammcn entstammt 
einem Brief des Herrn Korselt an 
den Verfasser ans dem Jahre 1896. 
Dass indebHen beide Prinzipien 
unentbehrlich seien (wenn man 
absieht vom DualitiltHatB, 
die Anm. oben Seite 693), trim; 
nicht au nnd ist aaoh bald darauf 
von Eetm Korielt fellNit in 
einer weiteren brieflichen IQ^ 
teilung an den Veriauer widar- 
legt Wörden. Aus einem spftteren 
ttufllhrlicheren Briefe von 1899, 
den ich, wie auch die beiden 
ezB^eoannten von 1895, bei den ^ 
hinterlaseenen Papieren des Yer- 

fasaers aufgefunden habe, sei hier der wesentliche TeU des Beweises 
wiedergegeben, wenn auch, mit frenndlichnr Erlanbniss des ürheben, 

in einer den Sehr öd ersehen Gewohnheiten mehr angepassten Dar- 
steUongiweise. Ks werden ans III^ und den in Band 1, Seite 299 
bis 806 darauf gegründeten Theoremen 89), 80), 81) und 82) zunächst 
die De Morganschen Theoreme 86) in eigenartiger Weise hergeleitet, 
n&mlich mit viermaliger Anwendung des Prinzips III^, — welches dabei 
am bequemsten in der Gestalt a a& -f ab, (Band 1, Seite 294, An- 
merkung 2^ geschrieben wird, — derart, dan immer einer der beiden 
Posten recota verschwindet. — So folgt 

ans in? und 30J a — a • a,fe, + a(«,6,), = a(a,6,),, 

nach 20^) a (0|&,)| und ebenso b 

und naeh (8.^) a + 6 ^ (Oi^)r «) 

Mnltipliiirt man in diaeer Snbaomtion beidaraeiti mit a,6,, ao urjid 
nach SOx) und &,() 

(a + b)a^b, =» 0, 

wonach wieder in der folgernden Anwendung dea fkinaipe zechte 
daa ente Glied fortfällt: 

a,&, =■ a,b,(o + b) + a,ft,(a ■<- b), » Otb^ia -t- 5), 

und nach so«) a,ft, (a -i- b\. ft^ 

Bine awaite ibnliche Reihe von Folgeningen erhili man ana der weitaten 
Anwendung von 1SL% : 

(a + 6), (a + ?;),a + (a + b)^a^^ 
•wo n&mHrth daa erste Glied recbti^ wieder wegfällt wagen S8x) 

(o + 6),a = (a + b']^<i{a + 6) a= 0, 
und somit (a -t- &), = (a 6),a,, 

oder nacli SO«) (a ^ h\ ^ a,, ebenaa (a + d), 
endlieh nacb (»0 (a + ft),-^0|d| j) 

wizd. Hier multipliiiten wir beideraeita mit (a,5^„ um ao wieder 

(«♦5),(fl.6J,-0 

daä zweite Glied der Entwicklung von (fl^h^^ naeh dem Auiaip JS^ ver- 
schwinden zu sehen, 

{a,h,\ = (a,&,),(ü + &) + (a,6,),(a + &), — (a,6J,(a + ö;, 
woraus man wieder nach 20^) findet 
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An« a) und 0) htasw. vas ß) und /) lassen sich ietzt die De Morgan- 

Bcben Theoreme zusammcudctzen. Mit deren Hufe ist dann leicht THZ 
aus ül% abzuleiten, wonach endlich das Oistributionsgefletz etwa wie 
Seite 422 folgen kann. — Herr Kor seit erwähnt noch, dass man dieser 
Heileitung des Distributionssatzes aus HI^ eine rweite genau dual ent» 
q>rechetide, doch völlig selb ständige, aus UlJ gegenüberstellen kann, 
Mir scheint beim Beweis der De Morganechen Slltze aua III^ noch 
etwas vorteilhafter, — ähnlich wie Seite 402 — auszugehen von dmi 
Satz 3R, 1 fn =4f h) = (ah. = 0), welcher in Band 1, Seite 358 ausschliess- 
liclt auä iii^ und den Theoremen bis 30) hergeleitet wurden, (während 
bei 88^) das volle Prinzip HI^ zugezogttn worae). Wüd dieser Satz 88x) 
?onnrh etwa iititt» ittelbar hinter 81) angereiht, so kann sich dann das 
Hj. ^7; uitt dem 6eito 403 gegebenen „Beweis 2 ' unBchlicHsen, hierauf 82), 
und endlich 86) mit Beweisen nach Art des zweiten Teils der Peirce- 
Hchen Beweise Seite 404, ohne Hilfe dm dort verwendeten Feiroeachen 
Tb. 41), z.B. nach 6+), 37), 31) u.a. 

(o, =^ a, + 6,)(6, =^ «, + &,)=={ («, + 6,), =^ a ) { (0| + ^,), =^ i») == 
-= { (»1 + =^ a6 } = { (a6), =^ a, + } , 

nsw. Jetzt liegt es nahe, den Satz 88 .) mittelst 86) und 82) durch 3äJ 
BU ergänzen, und ebenso dem Prinzip ÜI^ sein duales Gegenstück m!^ 
an die Seite zu stellen, um somit, nach derart kurzer Unterbrechung 

des dualRjmmetrischen Beweisganges, von da ab auf die KorBClteche 
Art zum Distributionsgesetz zu gelangen. — Dieses Verfahren, ho eng 
sieh anlehnend in seinem ersten Teu an die Bemerkungen des Ver- 
fassers Seite 401 bis 404, und zuletzt überleitend auf die Schlugs weise 
deB Herrn Korselt Seite 422, scheint mir am besten geeignet zur 
Aufnahme in den vom Verfasser geplanten und wiederholt fSeita 4M 
und 423) erwähnten „Abrias" der algebraischen Logik, den icn zu ver- 
wirklichen gedenke Es sei mir erlaubt zu erwälmen, dsM ich, ohne 
Senntniss von deti nunmehr vorliegenden I^t luindlungsweiseii d6B Gegen- 
standes durch den Verfasser und Herrn Korselt, einen in wesentlichen 
Teilen ähnlichen Beweisgaug auch in meiner Programmschrift „die 



Seite 461, oben Zeile 4fF. Obgleich mir einige Veröffentlichungen von Peano 
bekannt waren, bin ich doch erst dank einer brieflichen Bemerkung 
des Herrn Contiirat auf den aof&üeiideii Infam dea VerfiMMn beaflg^ 
lieh der Pcann^chen Zeichen e und q aufmer"kRnm geworden. In 
Peanos „Notations de Logioue math^matique'' vom Jahre 1894, welche 
dem Vegfeaier mr ZrtI der Bntileliiiiig dea gegenwärtigea Textet (ver- 
mntlich nach 1895, nach ricm Erscheinen dea Bandes 3, I der Algebra 
der Logik) vorgelegen haben könnten, und die ich im Nachlass des Ver- 
Cueen verande, wt Seite 7 tu lesen: „Soit a ime daaee. Alora x§a 
representü la propositiou HlnL'iili^i>' ; <'X est un individu de la classe a», 
ou «X est an a»", während sodann von zwei Klassen a und b mit anb 

Ssagt sein toll: «la daase a eet eontenne dans fr», «tont a eet o»; 
j-ner Seite 10, § 9: „On adopte entre propositions lee aignes d^jä 
expliqu^ entre classes . . . Soient a, b dea propositions: anb signiiie 
cde & a on dMvit la <m «1» h est oons^nenee de la «»^ n. s. £ — 
In späteren Schriften Peanos ist die iiusBore Gestaltung der vom Vtiv 
fasser Seite 460 und 461 besprochenen Zeichen zum Teil geändert. 
„ 6S6, Zeile 9 tt Herr Lflroth ba^ die Güte, mich darauf aofinerksam 
zu machen, dabs hier die Absicht des Verfassers nicht ganz leicht zu 
erkennen ist, und dass der Satz besser etwa so lauten würde: „Jede 



aus welchem sie entstanden ist, in den AmdnM^ TOn A. einsoeetaoik 
und aind wenigstens . . 
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